INTEGRALES DEFINIDAS

Integrales definidas. Aplicaciones
4. Regla de Barrow

* La integral definida de una funcién f continua en el intervalo cerrado
[a, b] es igual a la diferencia de los valores que toma una primitiva F
cualquiera en los extremos superior e inferior del intervalo [a, b]. Se de-
nota por:

[ ) dx = [F] = F(b) ~ F(a)

F(x) es una primitiva cualquiera de f(x).

Calculo de integrales definidas

® Para calcular integrales definidas ib f(x)dx, seguimos estos pasos:

1. Calculamos la integral indefinida correspondiente s f(x) dx = F(x) + C.

2. Tomamos una primitiva cualquiera, en particular podemos hacer C = 0
y tomar F(x).

3. Calculamos la integral definida aplicando la regla de Barrow.

Integrales definidas. Aplicaciones
5. Area encerrada bajo una curva

e Si fes definida positivaen [a, b], el area del recinto correspondiente es:

Y

A= !:f(x) e
f(x)=0 Vxe [a,b]

a b x

A = | f(x) dx
fix)<0 Vxe [a,b]




* Si f cambia de signo en el intervalo [a, b], el area del recinto
correspondiente es la suma de las integrales definidas afectadas de los

respectivos signos:

A=A +A, +A;
A = [ fx) dx— [fx) dx + [ ) dx

Ejercicios:
Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f(x) = —x* + 4x y el
eje OX.

Una vez representada la funcién, obtenemos el recinto cuya area queremos hallar. Este re-
cinto esta delimitado por la grafica de la funcion, el eje OXy las rectas de ecuaciones x=0
yx=4.

Como f es definida positiva en [0, 4], el area del recinto es:

3 N 3 3
4 4
A=5 (-x1+4x)dx=[—x—+2x’l =(——+2-4’]—(—0—+2-0’]=
o 3 3 3

32
= 3 unidades cuadradas (u?®)

Calcula el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) = x* - 3x
y el eje OX.

Una vez representada la grafica de la funcién f(x) = x* — 3x, sefalamos el recinto
cuya area queremos hallar y obtenemos que el area buscada es:

A=A +A,= jos (¢ —3x) dx - j:s(x’—.?x)dx:

[_3_] _[x_‘_s_x“’-auz
TR T < 07 CRMT 2

También podemos calcular el area utilizando la simetria de la funcion:

y=—x2 +4x
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Bl 8. Halla, por métodos geométricos y mediante integrales, las areas de los siguientes recintos:
a) El recinto limitado por larectay=x—-1, el eje OXylasrectasx=1yx=4.

b) El recinto limitado por la recta 2y = x + 3, el eje OXy lasrectas x =—1 yx = 2.
W 9. Halla el &rea del recinto limitado por la curva y = 4 — x* y el eje OX.
Il 10. Calcula el area del recinto limitado por la curva y = % elejeOXylasrectasx=1yx=e.
W 11. Halla el &rea de la region limitada por lacurva y =x*—3x* + 2, el eje OX ylas rectasx =0y x = 2.

Il 12. Calcula el drea de cada uno de los siguientes recintos:

f[x]=>~2—8x+12

glx)=z+2

Il 13. Calcula el area delimitada por la parabola de ecuaciony = 2x2y larectay = 2x + 4.

Il 14. Halla el area del recinto limitado por las graficas de las funciones de los siguientes apartados:

a) y=x y=+x o) P=dxxt=4dy
b) y=x-9,y=-22 d y=eiy=e%x=1
2 six=-3
M 15. Seala funcion fix) = {x? si-3<x<1
1 sixz1

a) Estudia la continuidad de esta funcion.
b) Haz la gréfica de la misma.

€) Halla el area del recinto limitado por la grafica de la funcion, el eje OXylasrectasx=0y x = 2.

M 16. Calcula el rea del recinto limitado por la grafica de la funcién fix) = 2 — x? y las bisectrices de los cuadrantes primero y
segundo.

M 17. Encuentra el area del recinto delimitado por las gréficas de las funciones f{x) = 1 y gix) = i] ylarectax=e.
X X




8. Halla, por métodos geométricos y mediante integrales, las dreas de los siguientes recintos:
a) El recinto limitado por larectay=x-1,eleje OXylasrectasx=1 yx=4.

b) El recinto limitado por larecta 2y =x + 3, el eje OX y las rectas
Xx=-1yx=2.

. . flx)=x-1
Las areas pedidas son:

a) Por métodos geométricos es un triangulo ABC, como vemos en
la figura. Su area es 4,5 uc.

4
Por medio de integrales el areaes 4 = L (x =) dr=45uc. i

b) Por métodos geométricos es un trapecio ABCD, como vemos en la figura. Su area es 5,25 uc.

2 x+3
Y =525 uc.

Por medio de integrales el dreaes A = J-

-1

1
1
H

9. Halla el drea del recinto limitado por la curvay =4 —x? y el eje OX.

2
El area buscada es I (4 - xz)dx = % =10,67 uc.

B 2 3
Area = 10.67
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10. Calcula el drea del recinto limitado porlacurvay= —, el eje OXylasrectasx=1yx=e.
x

El drea pedida es: Le E dx = 2 uc.
X

11. Halla el rea de la regi6n limitada por lacurva y=x*-3x2+2,eleje OXylasrectasx =0y x=2.

El area, A, del recinto sombreado de la figura es:

1
A=2-Iu(x3—3x2+2}dx=2,5uc

12. Calcula el drea de cada uno de los siguientes recintos:

a) b)

f(x) = 8 — 2
f(x) =% — 8x + 12




=x-2
quesonA(2,0)yB(7,5)

a) Ambas curvas se cortan en los puntos solucion del sistema 5
y=x —8x+12

7
El drea del recinto sombreado es: 4 = _I-«, [x—2 — (x2 —8x + 12)] dx = 20,83 uc

2
y=x -19
b) Ambas curvas se cortan en los puntos solucion del sistema { quesonA(-3,-10)yB (3, -
y=8-2x7

10)

El drea del recinto sombreado es: 4 = ZJ.; [(8 —2x7 ) - (x2 - 19)] dx =108 uc

13. Calcula el drea delimitada por la parabola de ecuacién y = 2x* y larectay = 2x + 4.

El drea buscada viene dada por las integrales:

2 2 q 37
[ @x+dyde - [ 22 dv=|x* +4x -2 =£—(—1J:9w.
-1 .y 3, 3

14. Halla el area del recinto limitado por las graficas de las funciones de los siguientes apartados:
a)y=x};y=x o) y*=4x; x* =4y
b)y=x2-9;y=-2x2 djy=e*;y=e*x=1

a) Encontramos los puntos de corte de ambas resolviendo el
sistema:

y=x
{y: = = (0.0) (1)

282 I




El area del recinto sombreado de la figura es:

A= J.']) (\/; —xs)dx =%= 0,42 uc

b) Encontramos los puntos de corte de ambas resolviendo el sistema:
y=x"-9
{ = ({3.-6): (-3 .-6)

y= —-2x"

El area del recinto sombreado de la figura es:

4 =2-_[_°G (x* =9 — (= 2x%)) dx = 124/3 = 20,78 uc

c) Encontramos los puntos de corte de ambas curvas resolviendo el sistema:
y2 =4x
2 = (0,0):(4.4)

4
El area del recinto sombreado de la figura es:

1 2
A=J-O(M—%de=?=5,33uc.

d) Encontramos los puntos de corte de ambas resolviendo el sistema:

- y= e’
Y= e* {y . = (0., 1)
41
3 El area del recinto sombreado de la figura es:
(. o, _ _

2] A= joe dx— .[o e " dx =1,086 uc

Y= e " r=1
0

-2 -1 0 2

2 si x<£-3
15. Sea la funcién f(x) = {x’ si —3<x<l

1 si x21

a) Estudia la continuidad de esta funcion.



b) Haz la grafica de la misma.
c) Halla el drea del recinto limitado por la grafica de la funcion, el eje OXy lasrectasx =0y x = 2.

a) Estudiamos la continuidadenx=1yenx=-3

Como [lim f (x)= lim 2=2; ll'mv )= Iim‘ x2 =9 yf(-3) =2, la funcién dada no es

x—>-3 x—>-3 x—>-3 x—>-3

continuaenx=-3.

Como lim f (x)= lim x2=1; lim f(x)= lim 1=1yf(1)=1, lafuncién dada es continua en x =
x> x=>I x> x>

1.

b) La grafica es:

i 5 2
c) El drea pedidaes: 4 = jo.v‘ dx+ L ldx = g uc =133 uc

16. Calcula el drea del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) = 2 — x? y las bisectrices de los
cuadrantes primero y segundo.

En la grafica esta sombreada la region cuya area queremos hallar. Su valor es:

A=2- J-:)(Z—xz —x)d.\‘ - % =233 uc



1

17. Encuentra el area del recinto delimitado por las graficas de las funciones f* (x) = l yg(x)=—yla
x X

rectax=e.

El area del recinto es:

3
2
f(z] =
1
Area = 0.37
0
0 1 2 3




