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1. Calcula la tasa de variacion media en el intervalo [2, 4] de las funciones:

a)flx)=x"-1 b) ¢ (v) = zxz 0 h(x) = ! d) k() =x+5

3

X+ x° + 1

Las tasas pedidas son:
D¢ -l @-r@ _15-3_

vm y 472 2
4 1
4h-g(2 3
b)r 2, 41=5W 8@ _3 1 167
4-2 2 6
5
h(4d) - 12 17 10
O 4=t B @D _17 10 L 4509
4-2 2 340
d) ¢ [2,4]:“4)’“2):3"/?:0,1771

" 4-2 2

2. Una empresa que fabrica componentes electronicos ha comprobado que la variacion de la demanda,
D, de un determinado producto en funcién de su precio varia de acuerdo con la expresion:

D (x) = 1000 — 22
a) Determina la variacion de la demanda si el precio cambia de 5 a 10 euros.
b) Calcula la variacion media de la demanda en el intervalo de precios [5, 15].
c) Averigua la variacion instantanea de la demanda para x = 5.
a) Las demandas del producto para x =5y x = 10 euros, son respectivamente:

D (5)=1000-2-5%=950 y D (10)=1000-2 - 10% =800

La variacién de la demanda serd D (10) — D (5) = 800 — 950 = - 150.

b) La variacion media de la demanda en el intervalo [5, 15] es:

D(15) - D(5) _550-950 _ o
15-5 T

f\'ru [5’ 15] =

c¢) La variacion instantdnea de la demanda para x = 5 sera:

()= tim 2D =D 0= Z2@ NI 2 (x4 5= - 20

x—=+5 x—-35 x—=5 x -5 x—+5 x—95 x—=0




3. El crecimiento de una colonia de bacterias viene dado por la siguiente expresién en funcién del tiempo
P (t) = t? + 40t + 100, donde éste viene dado en minutos.

a) éCudl es la velocidad media de crecimiento entre el comienzo del cultivo y pasados 10 minutos?
b) éCual es la velocidad de crecimiento a los 10 minutos?
a) La velocidad media entret =0y t=10es:

P (10) - P (0) 600 — 100
10 -0 T

t,, [0,10] = 50

b) La velocidad de crecimiento para t = 10 es:
P (1)- P (10) 17+ 400 — 500 . (1 =10) ( + 50)
—_— =M —— = lm ——

t,; (10) = lim im
£ 10 t—10 t— 10 t — 10 =10 t — 10

= ir’n{o (t +50) = 60

4, Calcula, mediante la definicion de derivada de una funcion en un punto, las derivadas de las siguientes
funciones en los puntos que se indican:

a) f (x) =2x-x% D [f (1)] b}f(_r):m,f’('?) ) £ = 2 l:D[f (3)]
X+
Las derivadas son:
a) DV(I)]: lim M: fim 20+ 7 -+ k) _1: fim - =0
e h h=0 h K0 b
)T -3-2 x—-3-2 -3 2
b) 17 (7) = lim M: lim NYTP T lim \/Y '.Jr + =
r 7 x—17 x =70 X -7 g 7 \/x—3+2
3 x -7 ; 1 1
= lim = lim ——
,\'—b?o(x—7)‘(.‘(_3+2) \—»?\/x_3+2 4
2 _1
o D[f 3 |= lim SB+DH-T06)_ lim h+4 2 _ lim o —h 1
h— 0 h h=0 h k0 20 (h + 4) 3

m 5. Haciendo uso del concepto de derivada lateral en un punto, estudia la derivabilidad de las siguientes
funciones en x = 2. Para cada una de ellas representa graficamente su funcién derivada.

. 2 .
a)f(x) = |2-x| b}g(x]={ X +2 s-leZ C)h(x):{ X +4XSI.X§2
x* - 6x +12 six>2 4 six>2



4 4
44
4
2 4
2
2
0 0
0
0 2 4 A
D Y
0 2 4
a) La funcion f (x) = |2 - x| es derivable en R —{2}.

La derivadas lateralesenx=2sonf " (2)=-1yf" (2*)=1.

La funcion derivada es [ (x) = ~lsix<2 y su grafica puede verse en la imagen.
1 six>2
2
1 e
0
2 4 0o 1 2 3 4 5 6
©
-2
x +2 six<2

es derivable en R — {2}.

b) La funcion -
g () {xz —6x+12 six>2

Las derivadas lateralesenx=2song  (2)=1yg  (2*)=-2.

1 si x<2
2x =6 si x> 2

su grafica puede verse en la imagen.

La funcion derivada es g (x) = {

o

-2 -1 0o 1 2 4

-1

-2




—x' +4xsix<2

4 six>2

c) Lafuncion p (x) = { es derivable en R.

Las derivadas lateralesenx=2sonh " (2)=0yh " (27) =0.

—2x+4si x<2 y su grafica puede verse en la imagen.

La funcion derivada es j * () = J|
0 six>2

6. Encuentra las ecuaciones de las rectas tangentes a las funciones en los puntos que se indican:
a)f(x)=2x*+xenx, =0 b}g(x)zéenx.J:Z c) h(x)=425-x" enx=3
X

a) El punto de tangencia es (0, 0). La pendiente de la recta tangentees f * (0) = 1.

La ecuacion de la tangenteesy—0=1- (x —0), es decir, x—y=0.

b) El punto de tangencia es (2, 3). La pendiente de la recta tangentees g " (2) = — %
La ecuacion de la tangentees: y — 3 = — % (x — 2),esdecir, 3x + 2y = 12,

c) El punto de tangencia es (3, 4). La pendiente de la recta tangentees h " (3) = — %
La ecuacion de la tangentees: y — 4 = - % (x — 3), es decir, 3x + 4y = 25.

7. Sea la curva de ecuacién y = - x* + 11x. Halla las ecuaciones de sus rectas tangentes que sean paralelas
alarecta de ecuaciony =-x.

La derivada de la funcién es f " (x) =- 3x> + 11.

Las abscisas de los puntos de tangencia son las soluciones de la ecuacién —3x?+ 11 =-1. Estas sonx=- 2y
X = 2. Los puntos de tangenciason P (- 2, - 14) y Q (2, 14).

Las rectas tangentes pedidas son:
-EnelpuntoP(-2,-14):y+ 14 =- (x + 2), es decir, x + y = - 16.



EnelpuntoQ (2, 14):y—14 =- (x—2), es decir, x +y = 16.

8. Encuentra los puntos de la gréfica de 7 (x) = en los que la tangente a la funcién es paralela a

3-x?
_1‘3
la recta de ecuaciény = 2.

La pendiente de la recta tangente es la derivada en dicho punto: y " (x) = X -

La pendiente de larectay = 2 es 0. Por tanto las tangentes de f (x) paralelas a y = 2 tiene que cumplir:

x=-3

=0 = 3 -9=0 = {

x=

Los puntos pedidos son (, 3, E] v [3, _ 3)
9 9
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9. ¢Para qué valores de m y n cada una de las siguientes funciones es continua y derivable?

x?=S5x+msix<l P o x six<0
a) )= i b)g(x): X be sz.r
-x" +nx six>1 mx +n si x>0

a) Para que la funcion sea continua en x = 1 se cumplira:
. 2
lim (x“ 75x+m):m74

-
o : = m-4=-1+n = m-n=3
lim (fx‘ +nx)=fl+n

x|

Para que la funcion sea derivable en x = 1 se cumplira:

“1)y=-3
S = —2+n=-3
f1")y==2+n
m-n=3 m=2
Resolviendo el sistema , obtenemos:
-24+n=-3 n=-1

b) Para que la funcién sea continua en x = 0 se cumplira:
4 3
lim (x - x) =0

x =07
, = n=0
lim (mx +n)=n

x>0

Para que la funcion sea derivable en x =0 se cumplira:
07)=-1
g (@) } N
g (0)=m

m=-—1



Los valores buscados sonm==-1yn=0.

10. En la grafica adjunta esta representada la funcion y = f (x). Calcula, y=dx+2 ¢

de forma razonada:

a)Df(-2) b) D f(-1) c)Df(0) d)Df(1)

En cada caso:

a) D f (- 2) =-9, que es la pendiente de la recta tangente, de ecuacion y
=-9x—18, alafuncionen x=- 2.

Razonando de forma analoga:
b)Df(-1)=0 c)Df(0)=3 dDf(1)=0

11. Halla la funciéon derivada de cada una de las siguientes funciones y representa, en el mismo diagrama,
la funcion y su funcion derivada.
a)f(x)=-3 c) f(x) =3x*-6x

b)f(x)=-3x+5 df(x)=x*-12x+8

Las graficas de las funciones propuestas pueden verse en color rojo y las de sus funciones derivadas en
color azul.
a) La funcion f (x) =-3  y su funcién derivada f '(x) = 0.

2

1

-4

b) La funcién f (x) =- 3x + 5 y su funcion derivada f “ (x) = - 3.




¢) La funcién f (x) = 3x2— 6x y su funcion derivada f * (x) = 6x — 6.

(r)=6x—6

-1

m 12. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) D [2x’ n 33\/x_2J i) D2 -5y

b) D [ix* x| K) D [107 + 10 + 10]
o D [(x* - 2] ) D JEJ

d) D ¢ -3 m) D i1 - x*) e

ool ol
X 1+ x°

r) D [(sen X — cos x)z]
s) D [In (cos (2x))]

t) D [tg2 X +1g x2]

u) D [\/m-sen xJ

V)D{ sen x ]
1 — sen x



;} P) D :ln [1 - %]]

q) D [lnz x —In (In x)]

! o) D|In e -1
J2x -1 L e’ +1
2x° +x

x—1

Las funciones derivadas son:

a) D [2x’ + 3%fx_3]: 6x +2x
b) D [Z’»xz \/xT]: 7x%

o D[ -2 =126 (x* = 2)°

d) D -3 ]=x 3 -@3+x I3

el D

2

{2-‘}1112-;:-2-*2-2*

g D l =- 1
Lﬁx - 1} J2x =1 (2x - 1)

3 2 3 2
h) D 2x + x :4x — 5x a—2x
(x - 1)

+2-In5-5>+!

i)D[{/x_?+5z,r+1]: 3;/;

i)y D [(23x - 5)3] =9-ln2- 2% . (le — 5?2

k) D [10‘2 £107 + 10]: 2x-In10-10° +In10-10"

w) D [e'g "]

X) D [arcsen xJJ

y) D {arcfg %}

z) D |arctg +/x + l]



D) plJ2-5 -\']:i
‘ 242 - 3e"

m Dl1-x) e x—2x41)-e

[ 3 2 L 3x
n) D e q:(3x —2x-t:32)e
|1+ x° 1+ x7)
_ 1 ,
ﬁ) D L/ = ¢ ry 2
[1+e™ x? -(l +€‘I/")

P)D_ln(l+%ﬂ_—m

2 -—
CI)D[lnE x —1In (In Jc)]:M
x-lnx

r) D [(sen X — cos x)zlz 2 «(sen’ x — cos’ Xx)

s) D [ln (cos (2x))] =—2tg (2x)

t)D[tg2x+tgx2]:2't{’rx+ 2x .
cos’

2
0s X Cos™ X

~ x-sen x + (x* +3)-cos x
u p WX +3-senx]: ( )

Jxl +3

V)D|: S€ﬁx:| Cos X

1 — sen x _(lfsenx)2

g x
eé.

w) D [e”‘g "] =

5

COS™ X

3
X) D [arcsen xs] = al
1—x°
2
Y) D | arct Xio
[ g 2} 4 + x?



2) D laretg x+1)= m

13. Calcula el valor de k para que la derivada de la funcién 1 (x) = " +/\1 en x = % valga 1.
L
La derivada de la funcién 1 (x) = B es ' (x)= M
3 2x+k (2x + k)?
Como ¢ (l) =1 se cumplira:
T A2
27]‘, zkl B 2
A By oo S EEE . k-3
1+ k)” 2k* + 4k + 2

14. Los beneficios acumulados de una empresa, en miles de euros, a los t anos de su fundacién vienen
dados por la funcién:
2t?
t+4

a) éCual fue la inversion inicial? ¢Cuando comenzo a tener beneficios?

B(t)= -4

b) éCuales fueron las ganancias medias por ano en los cinco y diez primeros anos?

c¢) éCual es la velocidad instantanea de crecimiento al final del primero, quinto y décimo ano?

2-0°

a) La inversion inicial fue de 4000 euros, al ser los beneficios iniciales B (0) = —4=-4.

Para saber cuando la empresa comenzé a tener beneficios debe cumplirse B (t) > 0. Resolvemos la
inecuacion anterior y obtenemos:

B(t)»>0 = -4>0 » —>0 = >4

La empresa comienza a tener beneficios a partir del cuarto afio.

b) Las ganancias medias por afio durante los cinco primeros afios fueron:

B8OV =5W) 196 _5(_ 4 _ 111111, es decir 1 111,11 euros.

5}
Las ganancias medias por afo durante los diez primeros afios fueron:

B (10) - B (0) 1029 — (- 4)
10 - 10

= 1,42857, es decir 1 428,57 euros.

¢) Las velocidades instantaneas de crecimiento en los afios pedidos son:



En el primer afio: B " (1) =

(1 + 4)

En el quinto afio: B * (5) = ﬂ
5+ 4)°

En el décimo afio: B " (10) =

(10 + 4)*

2:-17+16°1 _

2:10% +16 10
20 e 184

En la imagen puede verse la grafica de la funcién en color rojo y la gréfica de su funcién derivada en color
azul. En los puntos A, By C aparecen los valores de las velocidades instantaneas de crecimiento en los afios

1,5y 10.

A=(1,072)

o

B=(5,1.6)

C=(10, 1.84)
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1. La poblacidn de una pequefia comunidad rural varia de acuerdo con la funcidn:
10 000
1+ 4e ™
a) Encuentra el incremento de poblacién en los primeros 5 anos, y en los primeros 10 anos. Halla, en
ambos casos, los correspondientes incrementos medios anuales de poblacién.

P ()=

b) Calcula los incrementos instantaneos de poblacion en los anos quinto y décimo.

a) Los incrementos de poblacién fueros:
- En los primeros 5 afios: P (5) — P (0) = 2919 — 2000 = 919 habitantes.

- En los primeros 10 afios: P (10) — P (0) = 4046 — 2000 = 2046 habitantes.

Los incrementos medios de poblacién fueron:

P(5)=P(0) 919

- En los primeros 5 afios: 5 T = 183,8 habitantes/afio

P (10) - P (0) _ 204619

- En los primeros 10 afios: = 204,6 habitantes/afio.

10 10
., 0.t
b) La funcién derivadade P (t)es P " (¢) = M.
(1 + 46’7 O.IJ)A
Los incrementos instantaneos pedidos son:
. o 4000 e " . .
- En el quinto afio: p " (5) = (147'0") = 206,68 habitantes/afio.
+ de” " 7)"
L0010
- En el décimo afio: P " (10) = % = 240,90 habitantes/afio.
(1+4e ™ )
.. E, x#-2
2.Sealafuncién f(x)=<x+2
0, x=2

a) Determina sus puntos de discontinuidad y su derivadaenx=-2yx=2.

b) Explica la relacién existente entre la derivada y la tasa de variacion media en un punto, indicando lo que
significa el valor de la derivada de la funcion f(x) en x = 2.

a) La funcion f(x) es continua para cualquier nimero real salvo para x = - 2 donde presenta una discontinuidad,
al cumplirse:

, x=2
lim =+ o
-2 x4+ 2 . .
= lim no existe
, -2 xo-2x
lim =-—




La funcién derivada de la funcién f(x) es 1 (x) = % valida para R —{- 2}.

(x+2
La derivada en x =- 2 no existe al ser en dicho punto discontinua.

Laderivadaenx=2valef (2)= —,:i = l
(2+2) 16 4

b) La tasa de variaciéon media de la funcion f(x) en un entorno de centro 2 y radio h vale:

24h-2 2-h-2 h . h
Q2+h-f2-h 2+h+2 2-h+2 4+h 4-h 4
2+h-(2-h) 2h 2h 16 — I’

t\‘m [2 - h’ 2 + h]: f

La derivada en el punto 2 es:

f (2) = ,‘fﬁnu t\'m

[2—h_,2+h]:Lz'mf(2+h)_f(2_h):[,fm 4 7—1
ko 24+ h—(2-h) h>016—-h" 4

El valor de la derivada en el punto x = 2 es el valor de |a tasa de variacion instantanea en x = 2 o la pendiente de
la recta tangente trazada en la grafica de la funcion en x = 2.

3. Determina a y b para que la funcién siguiente sea derivable en x = 2.

ax’ +3x six<?2
S ) =9, .
x" —bx—45six>2

Para que sea derivable en x = 2, tiene que ser continua en ese punto, es decir:

lim f(x)= lim (ax* +3x)=4a +6
. o 2 = 4da+2b=-06
_h’l@ f(x)= _lz’nzA (x* —bx —4)=-2b

. . . . 2ax +3 six <2 -
Ademas las derivadas laterales en x = 2 tienen que coincidir. Si £ (x) = { o o se cumplira:

2x —b  six>2
(2 )=4a+3

} =4a+b=1
f@2)=4-b

Los valores buscados son la soluciéon del sistema:
4a+2h=-6 a=2
=
da+b=1 b=-17

4. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva f (x) = x* = x? + x + 1 que tiene pendiente m = 2.



Las abscisas de los puntos de tangencia son las soluciones de la ecuacion:

x =i
f(x)=2 = 3x*-2x+1=2 = 3x?*-2x-1=0 = 1
X=—-—
3
La ecuacion de la recta tangente en el punto (1, f (1)) = (1, 2) es:
y—-2=2:(x-1) = y=2x = 2x-y=0.
o 1 1 1 14
La ecuacion de la recta tangenteenelpunto | — —, f |- —||=| - —, — | es
3 3 3 27
14 1 32
-——=2|x+=-| = y=2x+— = 54x-27y=-32
& 27 ( 3) i 27 .

5. La recta de pendiente 3 que pasa por el punto (0, - 2) es tangente a la curva y = x*. Calcula las
coordenadas del punto de tangencia.

La ecuacion de la recta tangente que pasa por el punto (0, - 2) y
tiene pendiente 3 es y = 3x — 2.

Resolvemos el sistema cuyas ecuaciones son las de la curva y la de
la tangente y obtenemos:

y:_x3 x:=1 x==-2
= (0]
y=3x-2 y=1 y=-38

El punto de tangencia tiene de coordenadas (1, 1).
El punto (- 2, - 8) es un punto de corte entre la curva y la tangente.

Puede observarse en la imagen.

3

6. Halla el punto de la grafica de la funcién 1 (x) = 2x* — %x’ en el que la pendiente de la recta

tangente a dicha grafica es 4.
La derivada de la funcién es f * (x) = 4x — x2.
La abscisa del punto de tangencia es la solucidn de la ecuacion 4x — x? = 4, es decir, x = 2. El punto pedido es
2%
3
7. Calcula las derivadas de las funciones que se indican a continuacion:

a) p [25"' + xi’} d) D le“’mJ g) D {xz — 2}




=

l e—?.\' X2
b) p| |— )D|— h) D |1
{ JE] = D{HJHJ

C) D {M:l ﬂ D [;J i) D |:arc[g - i}
X +

2x3

Las funciones derivadas son:

a) D[zs‘+%}=5-ln2-2"‘fi‘
X X

1 1
{,,‘]lnx}Z(lln,‘c),illnx

xt =2 2x? lnx—-x*+2
x-In? x

h)D[ln X ]_ 3x + 12

Jx+3| 2x(x+3)

. -1
i) D |:arctg u } = ! 5

x + 1

8. El nimero de enfermos por gripe en una ciudad a lo largo del mes de enero viene dado por la funcién:
N (t) = 100 +200 - e®2*

donde t representa el nimero de dias transcurridos a partir del 1 de enero.

a) éCuantos enfermos habia el citado dia 1 de enero?



b) Calcula la expresion algebraica de la funcién que representa la velocidad de la evolucién del nimero
de enfermos al cabo de t dias.

c) Determina la fecha en la cudl la velocidad de evolucién del nimero de enfermos ha sido igual a 803
enfermos/dia.

a) El nimero de enfermos al comienzo del dia 1 de enero era de N (0) =100 + 200 - e>2° = 300.

b) La velocidad de evolucién del nimero de enfermos esta dad por la derivada, es decir, por la funcién:
N’ (£)=200-0,2-¢e"*"', esdecir, N ' (t)=40-¢e"*"'

c) Resolviendo la ecuacion:
’ 021 l 803
N #)=40-¢""=803 = t=—-"In—=15
0,2 40

Por tanto, la velocidad de evolucién del nimero de enfermos fue de 803 enfermos/dia al finalizar el dia 15
de enero.
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M Una piscina se vacia segun la funcion V = t? + 10t donde V es el volumen expresado en m? y t el tiempo en minu-
tos. Halla la velocidad media de vaciado de la piscina en el intervalo de tiempo [2, 10].

La velocidad media de vaciado, o tasa de variacion media, en el intervalo [2, 10] viene dada por:

N _[av] _vao-v@) 200-24 .,
vm_tm[z,w]_[Ath}_ o3 =g = 22m/minuto

M Se ha lanzado verticalmente hacia arriba una piedra. La altura en metros alcanzada al cabo de t segundos viene
dada por la expresion:

e = f(t) = 20t - 2t*
a) Halla la velocidad media en el intervalo de tiempo comprendido entre t=0y t=5.

b) ¢En algiin momento la velocidad de la piedra ha sido de 15 m/s? Si es asi, ;a qué altura sucedio?

a) Para hallar la velocidad media en el intervalo [0, 5]:

b) Hallaremos la derivada de f(t) y obtendremos la velocidad instantanea:

velocidad (t) = f/(t) = -4t + 20

Wt)=—4t+20=15 = t=

M Aplicando la definicion de derivada, calcula la derivada de la funcion f(x) = 2x2 - 5x + 1.

La funcion derivada o derivada viene dada por:

2(x+h)1—S(x+h)+1-(2x1-5x+1)_”m2x1+4xh+2h1-5x—5h+1-2x’+5x-1_
h T 0 h =

2t =
= 2R 50 5”=lim—"‘4"*2" 2) _ im(ax +2h~5) = 4x 5
h—0 h h-0 h -0

M Halla un punto de la grafica de y = x2 + x + 5 en el cual la recta tangente sea paralela a la recta y = 3x - 8.

Ty = L’-’B

f(x + h) - f(x) T
h h-0

La recta tangente, al ser paralela a la recta y = 3x — 8, tendra igual pendiente, es decir, m = 3. Por la interpretacion geomeé-
trica de la derivada sabemos que la pendiente de la recta tangente es la derivada en el punto de tangencia. Por tanto:

fx)=2x+1 - 3=2x+1 = Xg= 1
El punto pedido es (x,, fixp) = (1, f(1)) = (1, 7).



[l Dada la parabola de ecuacion y = x? — 2x + 5y la recta secante a ella por los puntos de abscisas x; = 1y x; = 3, ha-
lla la ecuacion de la tangente a la parabola que sea paralela a la recta secante dada.

® L3 ecuacion de la recta secante la determinamos teniendo en cuenta que pasa
por los puntos (1, 4) y (3, 8):

ldHes=4=m+b

=m=2b=2
(3,8)es=>8=3m+b}

5:y=mx+b{

Luego, la ecuacién de la recta secante es:
siy=2x+2
» La recta tangente, por ser paralela a la secante, tendra la misma pendiente m = 2.

Para hallar la ecuacion de la recta tangente necesitamos conocer el punto P de
tangencia.

y'}:: Miecta tangente en P = 2
x—2=2 =5 x=2 = P(2, y(2)) = P(2,5)
La ecuacion de la recta t tangente en P es:

y—5=2(x-2) = tiy=2x+1

[l De un polinomio de tercer grado P;(x) se sabe que P5(1) =0, P'5(1) = 2, P*3(1) =4 y P'3(1) = 12. Calcula P3(2).

El polinomio P;(x) sera de la forma:

Px)=ax*+ b + ot +d

Impaoniéndole las condiciones del enunciado, obtenemos:

Py(x)=ax’ + bx + cx + d;
Prxy= 3ax? + 2bx +¢;
Pro(x) = 6ax + 2b;

P (x) = 6a;

Resolviendo el sistema, obtenemos:

Por tanto, el polinomio pedido es:

Luego, P5(2) vale:

E(=0 = atb+c+d=0
P=2 = 3a+2b+c=2
Prh=4 = 6a+2b=4
prM=12 = 6a=12

G=a loesil @=al alssd

Pifx) =2x* —4x? + 4x- 2

P(2)=2-2°-4-2244-2-2=6



