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6 Derivadas

1. Tasas de variacion media e instantanea

* Llamamos tasa de variacién media de una funcién f entre los valores x,

Y =
y xp + h al cociente entre el incremento que experimenta la variable de- —_— y(x)
pendiente y el de la variable independiente: ’
Af flxg + h) = flx,) _
tom [-xﬂs Xyt h] = [_] = )
[xg. xp+h] h | |
o Xy h Xp+h

* Llamamos tasa de variacién instantanea de una funcién f en un punto
de abscisa X al limite, cuando h tiende a cero, de la tasa de variacién
media:

t'l-i [—xD] = JE{—)“}J t’l-’]‘.l'l [_'-"CD, Xp + I?l]

tulxp] = lim A — Ifm flxg + h) — f(xo)
’ [x5, xp+h]

—=0] Ax - h—0 h




6 Derivadas

2. Derivada de una funcion en un punto

La tasa de variacion instantanea de una funcion f en un punto de
abscisa x, se llama derivada de la funcion f en el punto de abscisa x,.

* Laderivada de una funcién f en un punto de abscisa x; es el limite, cuan-
do h tiende a cero, del cociente incremental f(x; + h) — f(x,) entre h:

f("in +h) — f(xo)

f(tn)_D[f(Tﬂ)] h

Cuando una funcion tiene derivada en un punto, se dice que es
derivable en ese punto. Una definicion equivalente a |la anterior de
derivada de una funcion en un punto es la siguiente:

f("i) f(‘{a)

X — X,

f(x,) = D[f(x,)] = lim
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Derivadas
3. Derivadas laterales

* La derivada lateral por la derecha de una funcién f en un punto de abs-
cisa x, se define como:
flxg + h) — f(x)

m

D[f(x)] = f'(x3) = lim T

* La derivada lateral por la izquierda de una funcién f en un punto de abs-
cisa x, se define como:

D[f(x5)] = f'(x3) = Iim flx, + hl: — f(x,)

* La condicién necesaria y suficiente para que una funcion f sea derivable
en un punto de abscisa x, es que existan las derivadas laterales y que sean
iguales:

ID[f(x3)] vy 3D[f(x)]

D[ f(x,)] &
) D[f(x3)] = D[f(x)]




Derivadas

4. Interpretacion geométrica de la derivada

f(x + h) A

f(x,) 1

/KI
A\

flxo + h) = f(xo)

t’l']'.l'l[xl.)? X+ h] = — tg,B

h

o

Iim f(x, + h) = f(x,)

h—0 h

Xo h X, + h X

- Elﬂwtg‘ﬁ = D[f(xo)] = f'(x,) = teex




6 Derivadas

4. Interpretacion geométrica de la derivada

* La derivada de una funcion f en un punto de abcisa x, coincide con la
pendiente de la recta tangente a la curva en el punto de abscisa x,:

D[f(x[}]] = fr (x[}] = Miecta tangente €1 Xp

Ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de una
funcion en un punto v

flxy)

¢ Las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de la funcién
fen el punto P(x;, f(x;)) son:

® recta tangente: y — f(xo) = f'(x) (x — xp)
1 !

e rectanormal: y—f(x,) = — ) i My tangente = 19 &

* t: rectatangentea f enelpunto
(Xﬂr f(Xu)}

* n: recta normal a f en el punto
(X0, Fxp))




Derivadas
5. Continuidad de las funciones derivables

* Toda funcién f derivable en un punto, con derivada finita, es continua
en ese punto.

f(x)=|x—1|

» "
® continuaen x = 1 ¢ continuaen x =0

® no derivable en x = 1 ® no derivable en x =0

o f/(17)=1; f(1) =-1 ® g'(0") = +o0; g'(07) = —oo




Derivadas
6. Funcion derivada. Derivadas sucesivas

* La funcién derivada de una funcién f dada, o simplemente derivada, es
una funcién que asocia a cada x, donde la funcién es derivable, su deri-
vada f'(x):

fm"R— R
x —— f'(x)

f'(x) = D[f(x)] = lim flx +h) — f(x)

—0 h

El conjunto Dom f’ 0 dominio de derivabilidad de f esta formado por to-
dos los elementos de Dom f en los cuales f es derivable; por tanto,

Dom ' € Dom f.

DERIVADAS SUCESIVAS

Derivada primera de 7 f'(x)

Derivada segunda de f0x) = (') (x)
Derivada tercera de f " (x) = (F"Y (x)
Derivada cuarta de f F90) = (F) (x)
Derivada n-ésima de f ) = (F7-1(x)




Derivadas

7. Derivadas de las operaciones con funciones
7.1. Derivada de la suma de dos funciones

¢ La derivada de una suma de dos funciones es la suma de las derivadas de
estas funciones:

D[f(x) + g(x)] = D[f(x)] + D[g(x)]

[f(x + h) + g+ B)] - [£(x) + g()] _
h

D[f(x) + g()] = lim

_ i 1 "z‘ f | g 8 h;‘ 89 _ p[f)]+ D[e()]

h—0 h—0




Derivadas

7. Derivadas de las operaciones con funciones
7.2. Derivada del producto de un numero real por una funcion

* La derivada del producto de un niimero real por una funcién es igual al
nidmero real por la derivada de la funcién:

D[tf(x]] = - D[f(x]]; teR

D[t f(x)] = lim LEHN ZFD _ e fx hﬁ‘ﬂx) =¢-D[f(»)]

h—0 h h—0




Derivadas
7. Derivadas de las operaciones con funciones

7.3. Derivada del producto de dos funciones

* La derivada del producto de dos funciones es igual a la derivada de la pri-
mera funcién por la segunda sin derivar mds la primera funcién sin deri-

var por la derivada de la segunda:

D[f(x) - g(x)] = D[f(x)] - g(x) + f(x) - D[g(x)]

D[f(x) - gx)] = lim fix+h) - gx +hh)— flx) - glx) _

—0

flx+h)-glx+h)— f(x) - glx+ h]+f{x]+g(x+h)—f(x)+g(x):
h

= lim
h—s0

R~ ) _
h

_ h’?’!lf(x—l_hﬁ_f(x)*gﬂlg(x‘F h]+ﬂ’1{)£‘]mﬁg{’i+

h—=0

= D[f(x)] g(x) + f(x) - D[g(x)]




Derivadas

7. Derivadas de las operaciones con funciones
7.4. Derivada de un cociente de funciones

* La derivada de un cociente de funciones es igual a la derivada del nume-
rador por el denominador sin derivar menos el numerador sin derivar por
la derivada del denominador, y, todo ello, dividido por el denominador
sin derivar al cuadrado.

D[f(x)] _ D[f(x)] - g(x) - f(x) - D[ g{)]
g(x) [g(x]r

flx+h)  f(x)
D f(*{ g(*:: + h} g(x) — b flx +h)- glx) — f(x) - glx + h) _
g('[) i'1—>{'l h—0 h- g('!(-|— h E('()

— Im flx +h) - glx) — f(x) - g(x) + f(x) - glx) — f(x) - glx+h) _
h—0 h-glx+h)- g(x)

:hm[f(ﬁh)—f(xy g(x) ]_h,m{ f(x) +g(:{+h}—g(1)]:
h—0 h—0

h g(x+h)- g(x) glx+h)- g(x) h
f(x) D[£(x)] - g(x) = f(x) - D[ ()]
flx)] - gx)| = ;
PN T T D=
<4




Derivadas

7. Derivadas de las operaciones con funciones
7.5. Derivada de la funcion compuesta. Regla de la cadena

* La derivada de la funcién compuesta de la funcién f con la funcion g es
igual a la derivada de la funcién g por la derivada de la funcioén f:

D[(g° )(x)] = D[g[f(x)]] - D[f(x)]




Derivadas

8. Derivadas de las funciones elementales
8.1. Derivada de la funcion constante y de la funciéon identidad

* La derivada de la funcién constante es 0, y la de la funcién identidad, 1:

DIK]=0 D[x] =
: - Isaac Newton (1642-1727)
1)
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Derivadas

8. Derivadas de las funciones elementales
8.2. Derivada de la funcion potencial de exponente real

* La derivada de la funcién potencial simple x* es igual al exponente por
la base elevada al exponente menos una unidad:

D[x*] =a- x*!

* Laderivada de la funcién potencial compuesta f* es igual al exponente por
la base elevada al exponente menos una unidad por la derivada de la base:

D[f]=a-f--f




Derivadas

8. Derivadas de las funciones elementales
8.3. Derivada de la funcion irracional

* Laderivada de la funcién irracional simple tx es igual a la expresién in-
versa del producto del indice por la raiz del mismo indice de la potencia
de exponente n — 1 del radicando x:

D[Qﬁ]zwjF

* La derivada de la funcién compuesta {/}F es igual a la expresién inversa
del producto del indice por la raiz del mismo indice de la potencia de ex-
ponente n — 1 del radicando f, multiplicada por la derivada de f:




Derivadas

8. Derivadas de las funciones elementales
8.4. Derivada de la funcion exponencial

* Laderivada de la funcién exponencial simple a* es igual a la misma por el
logaritmo neperiano de la base:

Dla*] =a* - Ina

* La derivada de la funcién exponencial compuesta a' es igual a la misma por
el logaritmo neperiano de la base y por la derivada de la funcién exponente:

Dlaf]=a-lna- f’




Derivadas
8. Derivadas de las funciones elementales

8.5. Derivada de la funcion logaritmica

* La derivada de la funcién logaritmica simple log, x es igual a uno dividi-
do por el producto de x por el logaritmo neperiano de la base:

. Dllnx] = l

X-na X

D[loga x] =

* La derivada de la funcién logaritmica compuesta log, f es igual a la deri-
vada de la funcién f dividida por el producto de la funcién f por el loga-
ritmo neperiano de la base:

Dllog, ] = —

f-lna

D[Inf] = f?

Método de derivacion logaritmica
Para derivar la funcién y =19:

* Tomamos logaritmos en ambos
miembros:

ny=Inf9 & Iny=g-Inf

* Derivamos en ambos miembros:
Jf?:gr’-lm‘#gh?

* Despejamos y':

f
y“:}‘g-g“-lnf+fﬂ-g—?

= —
EDITEX
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Derivadas

8. Derivadas de las funciones elementales
8.6. Derivadas de las funciones trigonométricas

Derivada de la funcidon seno

* La derivada de la funcién simple sen x es cos x:

D[sen x] = cos x

* La derivada de la funcién compuesta sen f es cos f por la derivada de la
funcion f:

D[senf]=cosf-f'

Derivada de la funcion coseno

* La derivada de la funcién simple cos x es el menos sen x:
D[cos x] = —sen x

» Laderivada de la funcién compuesta cos f es el menos seno de la funcién f
por la derivada de la funcion f:

Dlcos f] = —senf - f'




Derivadas

8. Derivadas de las funciones elementales
8.6. Derivadas de las funciones trigonométricas

Derivada de la funcion tangente

* La derivada de la funcién simple tg x es igual a uno mas el cuadrado de
la tangente:

1

cos? x

Dltgx] =1+ tg?x=

* La derivada de la funcién compuesta tg f es igual a uno mads el cuadrado
de la tangente de la funcién f vy, todo ello, multiplicado por la derivada

de la funcién f:
f‘r

cos® f

Dltgf] = (1 +tg*f) - f' =




=
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Derivadas

8. Derivadas de las funciones elementales
8.7. Derivadas de las funciones inversas de las trigonométricas

Derivada de la funcion arco seno

* La derivada de la funcién simple arcsen x es igual a uno dividido por la
raiz cuadrada de uno menos x al cuadrado:

1

Dlarcsen x] = ——
V1 — x?

* La derivada de la funcién compuesta arcsen f es igual a la derivada de la
funcién f dividida por la raiz cuadrada de uno menos el cuadrado de f:

_f

Dlarcsen f] =

Derivada de la funcidon arco coseno

* La derivada de la funcién arccos x es la opuesta de la derivada de la
funcién arco seno:

! D|arccos f] = wi

D[arccos x] = — —_
v1—x? 1 - f?




Derivadas

8. Derivadas de las funciones elementales
8.7. Derivadas de las funciones inversas de las trigonométricas

Derivada de la funcion arco tangente

* La derivada de la funcién simple arctg x es igual a uno dividido por uno
mas el cuadrado de x:

1
D|arctg x| =
[arctg x] —

2

* La derivada de la funcién compuesta arctg f es igual a la derivada de la
funcién f dividida por uno mas el cuadrado de f:

Dlarctg f] = 1 j_:rz

=
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