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3 Sistemas de ecuaciones lineales
1. Sistemas de ecuaciones lineales. Clases

* Se llama sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas al conjun-
to formado por m ecuaciones lineales con las mismas n incégnitas en cada
una de ellas.

Podemos escribirlo en la forma:

ayx; + apx, + ...+ agx, = b
ayx; + apX; + ... + ayx, = b

.‘{'1 + ‘lmzxz + ...+ ﬂ'mnxn = IIJm

a

ml

En el sistema anterior llamamos:

* coeficientes del sistema a los numeros reales aij .

* términos independientes a los niumeros reales bi.

* incognitas a los términos x1, x2, ..., xn que deben ser calculados.

Al resolver un sistema intentamos encontrar las posibles soluciones del
mismo. Estas son los valores x1 = nl, x2 = n2, ..., xn = nn de las incégnitas
gue convierten las igualdades del sistema en identidades numéricas.
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Sistemas de ecuaciones lineales

1. Sistemas de ecuaciones lineales. Clases
1.1. Clases de sistemas de ecuaciones lineales

En funcion del valor de los

términos independientes,
los sistemas de ecuaciones
se clasifican en:

Segun su solucidn, los

sistemas pueden ser:

4 ) r D

Homogéneos, si todos los

. . . Incompatibles, si no tienen
términos independientes son

solucion.
nulos.
\__ J \_ J
( ) 4 N\

Compatibles, si tienen solucién.

Estos, a su vez, pueden ser:
No homogéneos, si alguno de

los términos independientes es
distinto de cero.

— Determinados, cuando la
solucion es Unica.

— Indeterminados, cuando

poseen infinitas soluciones.
\ J . y,
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Sistemas de ecuaciones lineales
1. Sistemas de ecuaciones lineales. Clases

1.2. Expresiones de los sistemas de ecuaciones lineales

Expresion matricial

* El sistema anterior de m ecuaciones lineales con n incignitas se puede es-

cribir matricialmente de la siguiente forma:

ay Ay Ay X
az Qajz; azn X3
am] ﬂm! a‘mn :'Ln

matriz principal matriz

o matriz de los de las
coeficientes InCoPmitas
A-X=B
(x—y+2z=0 1 =i 24
x—3z=0 . 2 0 -1
ly=4 7 M &
y—2z=-5 0 1-2

4

m )I.

"—\.—.
matriz de los
términos
independientes
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3 1. Sistemas de ecuaciones lineales. Clases
1.2. Expresiones de los sistemas de ecuaciones lineales

Expresion vectorial

* Llamando A, A,, ..., A, a las columnas de la matriz de los coeficientes,
el sistema anterior de m ecuaciones lineales con n incognitas puede es-
cribirse de la siguiente forma:

*
ap ap; Ain b]
a a5 a; b
i B ORE S B E Bl =] F
aml am? amn bm 7

| —1 2 0
2 0 -1 0
o "l 2P| oFT| 4
0 1 2 -5
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Sistemas de ecuaciones lineales

3 2. Teorema de Rouché-Frobenius
2.1. Consecuencias del teorema

* Teorema de Rouché-Frobenius

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas es compatible (tie-
ne solucién) si, y solo si, el rango de la matriz de los coeficientes, A, coin-
cide con el rango de la matriz ampliada, A*.

Simbdlicamente:

El sistema es compatible < rango (A) = rango (A*)

* Consecuencias del teorema de Rouché-Frobenius:
e Si rango (A) # rango (A¥), entonces el sistema es incompatible.
e Si rango (A) = rango (A*) = r, entonces el sistema es compatible.
— Si r = n, entonces el sistema es determinado.

— Si r <n, entonces el sistema es indeterminado.
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3 2. Teorema de Rouché-Frobenius
2.2. Sistemas de ecuaciones lineales cuadrados

En los sistemas de ecuaciones lineales cuadrados, es decir,
sistemas con igual niUmero de ecuaciones que de incégnitas,
se verifica:

|A| # 0 = rango (A) = rango (A*) = nimero de incégnitas

» Un sistema cuadrado es compatible determinado si |A| # 0.
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Sistemas de ecuaciones lineales

3. Interpretacion geométrica de los sistemas de ecuaciones lineales
3.1. Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas

_ ax + by = ¢
Son sistemas de la forma:
a,x + b,y = ¢,

La discusion de este tipo de sistemas, mediante el teorema de Rouché-Frobenius,

nos conduce a la interpretacion geométrica del mismo, es decir, al estudio de las
posiciones relativas de dos rectas en el plano.

A a, b A% = a; by ¢

Rango A = Rango A* =2 Rango A = 1; Rango A* = 2 Rango A =Rango A* = 1

» Sistema compatible determinado; con | » Sistema incompatible; no tiene solucién. | » Sistema compatible indeterminado;

una unica solucion. con infinitas soluciones.
= La rectas son paralelas.

* |as rectas se cortan en el punto P so- * |as rectas son colncidentes.

lucian dal sistema.
My
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Sistemas de ecuaciones lineales

3. Interpretacion geométrica de los sistemas de ecuaciones lineales
3.2. Sistemas de tres ecuaciones lineales con tres incognitas

ax + bx + cx = d,

Son sistemas de la forma: a,x + b,x + c,x = d,
asx + bsx + cyx = d; £ A /,/

Planos coincidentes

La discusion de este tipo de sistemas, mediante el
teorema de Rouché-Frobenius, nos conduce a |la

interpretacion geométrica del mismo, es decir, al estudio
de las posiciones relativas de tres planos en el espacio.

NN

Planos paralelos

a; by ¢ a, by ¢ d,
A i al bz C2 A*: {12 bz I:z dl
as bs c; ds by ¢y ds

Flanos secantes
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3. Interpretacion geométrica de los sistemas de ecuaciones lineales
3.2. Sistemas de tres ecuaciones lineales con tres incognitas

RgA =Rg A* =3

Rango A =2;
Rango A* =3

RgA =RgA*=2

Rango A = 1;
Rango A* =2

RgA =RgA* =1

» Sisterna compatible
determinadao.

* |os planos se cortan
en un punto F que es
la solucian del sistema.

» Sistemna incompatible.

» Los tres planos no tie-
nen nada en comun.

Pueden cortarse dos a
dos, o ser dos parale-
los y el tercero cortar
a ambos.

» Sisterna compatible
indeterminado.

* | os tres planos se cor-
tan en una recta.

Pueden ser los tres se-
cantes, o dos coinci-
dentes y el tercero se-
cante con elios.

7

» Sisterna incompatible.

s | o5 tres planos son pa-
ralelos.

Pueden ser los tres pa-
ralelos, o dos coinci-
dentes y el tercero pa-
ralefio con ellos.

» Sisterna compatible
indeterminado.

* | os tres planos son
coincidentes.

/Y4

iy

/::N-
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3 4. Métodos de resolucion de sistemas. Regla de Cramer
4.1. Método de Gauss

* El método de Gauss es una generalizacién del mérodo de reduccién y
consiste en transformar el sistema dado en otro equivalente.

Para ello tomamos la matriz ampliada del sistema y mediante las opera-
ciones elementales por filas la transformamos en una matriz escalonada
en ceros, es decir, con ceros bajo la diagonal. De esta forma obtenemos
un sistema equivalente al inicial, en el que se pueden dar tres casos:

* Que el sistema sea incompatible, en cuyo caso no hay solucion.

® Que el sistema sea compatible y determinado, en cuyo caso se resuelve
facilmente por sustitucién de forma escalonada.

* Que el sistema sea compatible indeterminado, en cuyo caso nos quedaran
menos ecuaciones que incgnitas. Para resolverlo lo convertimos en un
sistema cuadrado pasando al segundo miembro las incégnitas necesarias.
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Sistemas de ecuaciones lineales

4. Métodos de resolucion de sistemas. Regla de Cramer
4.2. Método de la matriz inversa

» Este método consiste en escribir el sistema en forma matricial
A-X=B
y despejar la matriz X, siempre que exista A

X=A""-B




=

EDITEX

www.editex.es
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4. Métodos de resolucion de sistemas. Regla de Cramer
4.3. Regla de Cramer

Un sistema} {' nim. de ecuaciones = nim. de incognitas

e |Al 20

es de Cramer

* Reela de Cramer

El valor de cada incégnita es el cociente de dividir el determinante formado
por la matriz de los coeficientes sustituyendo en ella la columna correspon-
diente a los coeficientes de la incégnita buscada por la columna de los tér-
minos independientes, por el determinante de la matriz de los coeficientes.

i T
Bly Hyo oo [T s By
8y am .- |by| - @y
a a R 1 T |
ni n2 \_ﬂr' nn
X =
: TN
a11 a‘.E ah’ aln-
dy dp dy; 9z,
arﬂ anl E'I/J . ann




3 Sistemas de ecuaciones lineales
5. Sistemas homogéneos

La expresion de un sistema homogéneo de m ecuaciones
con n incognitas es la siguiente:

azlxl + azzxz + - + ﬂ-?nx —

anx + a0 + ...+ ayx, =0

Una de las caracteristicas mas relevantes de los sistemas homogéneos es que
todos ellos son compatibles, es decir, siempre tienen solucién, ya que la

ultima columna de la matriz ampliada, A*, tiene todos sus elementos nulos, lo
cual deja invariable el rango de la matriz de los coeficientes y, por lo tanto,
rango (A) = rango (A*).

* Sea rango (A) = rango (A*) = r, y n el niimero de incégnitas del sistema.
— Si r = n, entonces el sistema es determinado (solucién trivial).

— Si r < n, entonces el sistema es indeterminado (infinitas soluciones).
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3 Sistemas de ecuaciones lineales
6. Sistemas de ecuaciones y economia

Las matrices input-output constituyen uno de los instrumentos mas
importantes en el analisis de procesos de entrada y salida para la
actividad econdmica y, en particular, para el estudio de la estructura
productiva y de las interrelaciones entre distintas industrias o sectores
de la misma.

Sea g; la cantidad de salida de la industria j que necesita la industria i
para producir una unidad de producto en un tiempo determinado (dia,
semana, mes, afo...). La matriz de los coeficientes se llama matriz de
entrada-salida (input-output), también llamada matriz tecnolégica.

Usuario (salida)
L L L
I, [ ay ap ag;
Suministro (entrada) 1, | a; a;; a3 |= A

Ii i3 dasz dsz
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3 Sistemas de ecuaciones lineales
6. Sistemas de ecuaciones y economia

Matriz de entrada-salida
(input-output):

Wassily W. Leontief (1906-1999)

a]] 312 a]?

A= a, a; a5

a?'l '33 2 '333

Matriz de demanda externa:

Este economista, nacido en San

Petersburgo y afincado en Estados X
Unidos desde 1931, publicd su modelo X =1 X
con matrices input-output en 1936. X,
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Sistemas de ecuaciones lineales
7. Resolucion de problemas mediante sistemas de ecuaciones

* En todo problema de cardcter algebraico debemos de tener en cuenta:

e [ os datos o valores conocidos.

® [ os valores desconocidos que deberemos obtener, llamados incégnitas.

® Las relaciones entre datos e incégitas que dan lugar a ecuaciones.

En la resoluciéon de todo problema de caracter algebraico
conviene seguir los siguientes pasos o etapas:

Familiarizacidon con Busqueda de Llevar adelante la

Revisar el proceso y

el problema estrategias estrategia

sacar conclusiones




