F roducto Escalar

* El producto escalar de dos vectores libres v y w se define de la siguiente

forma:

—
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Las propiedades mds importantes del producto escalar son:

1.

2.

3.

4.

5.

Se define al angulo que forman dos

El producto escalar de un vector por si mismo coincide con el cuadrado de
su médulo, lo que hace que este producto sea un niimero no negativo:
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El producto escalar es conmutativo:

vrw=w-v
El producto escalar es distributivo respecto de la suma de vectores:
U (U+w)=u-v+i-w

El producto escalar cumple la siguiente relacion relativa al producto de un
ntmero real por un vector:

(tv) w=v - (tw)=t(v-w)
El producto escalar de un vector por si mismo es nulo Gnicamente en el
caso en el que el vector es el vector nulo:

—

n-u=0 u=0

vectores libres como el menor de los

angulos que forman las semirrectas

gue contienen a dos de sus represen- Y 0° < (F, W’) < 180°

tantes concurrentes. wy

Interpretacion geométrica del producto escalar

Proyeccién de un vector
sobre otro

Opuesto

sinf =
Hinatenusa o
P | o
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tand: —— '
Advacente ,‘
proyeccion de w sobre v = proy._ (w) Adyacente

proy(w) = |@| = |@|c05(1ﬂ?£;)

v-w = |E||@|cos($:-&f) = |i3|proy5(41r)

Expresion analitica del producto escalar

Sistema de referencia ortonormal

ck

v=(a,b,c)=ai +bj +ck kKl
bj

ar

/4

Expresion analitica del producto escalar:

v i =(ag +bj +ck) - (ayi +byj +ck) =aa, + bb, + ¢,



Aplicaciones del producto escalar

Modulo de un vector libre. Vector unitario

Dado el vector v = (a, b, c) = ai + bj + ck, teniendo en cuenta la primera pro-
piedad del producto escalar y la expresién analitica del mismo, obtenemos:

9l = Vo -3 = Ja? +b? + ¢

El vector unitario y del mismo sentido que un vector v = (a, b, c) es el vector:

- a b C Y
u, = _’ ) ’
Jal +b2 +c? Ja? + b +ct NJa? +b? +c? i

v

Facilmente comprobamos que |ﬁ{_‘ = 1 y que tiene el mismo sentido que v, pues-

to que proviene del producto de un niimero real positivo (1 [ \a, +b, +¢, )

por el vector v.

Angulo de dos vectores

A partir de la definicién de producto escalar y de su expresion analitica, ob-
tenemos el dngulo que forman dos vectores, v = (a,, b, ¢,) y w = (a,, b, ©;):

(:‘::) v-w a,a, +bb, + ¢,

cos\v, W)= —_7—7 =

Bl lel far e b+ a4 b2+
V.

e

(v, w)

=

Vectores perpendiculares u ortogonales

A partir de la definicién de producto escalar, deducimos que dos vectores no
nulos son perpendiculares si se cumple la siguiente condicion:

* La condici6n necesaria y suficiente para que dos vectores no nulos sean
perpendiculares u ortogonales es que su producto escalar sea cero. Sim-
bélicamente:

720 w#0; vl <> v-w=0

Vector normal a un plano

Dado el plano : Ax + By + Cz + D = 0 y los puntos coplanarios con T,
Py(xy Yo» 20) ¥ P(xy, ¥y, 71), se verifica:

Poenm = Ax,+By,+Cz,+D=0; Pen = Ax, +By, +Cz;+D=0
Y restando las ecuaciones obtenemos:
A(x; = %) + By = o) + C(z1 —%) =0 & (A, B, C) LBP

con lo que el vector i = (A, B, C) es perpendicular al plano.

n:Ax+By+Cy+D=0 vectornormal =7 = (A, B, C)

Z
i =
[
Py 0
T
k
O —
] Y



Angulos Y distancias entre elewentos del espacio

A partlr de la definiclon de producto escalar de vectores Llegamos al Angulo que forman
dos vectores = (a,b,c) y U= (d,e.f) :

u-v |ae+bf+cg|

con 0°<a<120” . Analiticamente 005((1):\/ TR vy
a?+b2+c +e?+

cos (o)

j— u-
21171

Y apartiv del dngulo que forman dos vectores veremos Los angulos que forman dos
rectns, dos planos Yy una recta Y un plano.

Angulo entre dos rectas:
Dadas dos rectas r: Y ro de vectores directores uU=@bec)
Yy v=(def) respectivamente el dngulo entre v Y s es el

menor dngulo que forman sus vectores directores, por Lo

u-v
Cos (o) =122
[ul|9]

tanto : con 0°<a<90

Y se deducen las sigulentes condiclones de
perpendicularidad y paralelismo:

snln o a li & -d=0
enllneili &4 =ti; teR

Angulo entre dos planos:

Dados dos planoes T Y T de
veetores normales = (A B1,Cq) Y
M= (A2 Bo,Co) respectivamente el
angulo entre T Y Mo es el menor
Angulo que forman sus vectores

normales, por Lo tanto

Cos(a) = i SO o"Sa <90,

Y las condiciones de perpendicularidad Y paralelismo son:

0

Ty te R

]!

cmlm & oA Ly < g g
=

‘_jjl
=1

e llx < g llng

Angulo entre recta Y plano:

iz r
Sea r la recta de vector director ii,, y 7 el plano de vector normal 7i,. Llamamos
0. al dngulo que forman estos vectores, con lo que el Angulo que forman la rec- o
ta y el plano es 90 — ¢, como podemos ver en el dibujo. Con esto obtenemos: =

sen(r,]r) =sen(90 — &) = cose = c.os(ﬁr,ﬁg)

_)ﬁ,l

|u
[dll#

Por tanto:  sen(r,m) =|cos(a)| = con 0°Sa<90".

Y las condiclones de perpendicularidad Y pavalelismo son:

Distancia entre dos puntos:

Como ya sabemos, la distancia entre dos puntos P (x,, y,, z,) y Q (x,, ¥,, ;) vie-
ne dada por el médulo del vector PQ:

d(P,Q) = |PQ| = \(x, - x)* + (3, — ) + (z, — 1,)°
Distancia de wn PUNLD & U pLam:

La distancia del punto P (x,, yo, ) al plano 7t de ecuacién:

n:Ax+By+Cz+D=0

es la distancia entre P y el punto Q, proyeccién de P sobre el plano. 4 %

_ |Ax, + By, + Cz, + D

p— P_' 1 d(Plx)
P ) = d(pQ) = [ = P = i VA +BiC
n

Y por tanto dados dos planos paralelos se tieme que :

A (T, m2) =0l (P, 12) = (R, 1) siendo Pun puto de P

T Y Role T, L

Q
]



EJERLCICIOS:

1. Dados los vectores =47 +3] —2K, V=-87 + 6] +2k y W =27 - 3] + 4Kk, calcula:

—

a) Los productos escalares T -V, T - W

L 4
<)
S

b) Los médulos 1dl, V1 y 1wl

a) Utilizando la expresion analitica del producto escalar, obtenemos:
U-Vv=4-(-8)+3:6+(-2)-2=-18

Ww=4-24+3-(-3)+(-2)-4=-9

‘W=(-8)-2+6-(3)+2-4=-26

(]

<i

b) Los modulos de los vectores son:

lal = 47 +37 + (-2 =29 =5,39

-8 +6” +2° =104 =10,2

Wl = 22+ (=3) + 4% =29 = 5,39

2. Dados los vectores d = (1,5, 0), V = (-3, 0, 2) y w= (0, 1, -1), calcula los angulos que forman Ty w; ¥ y w.

Con la expresion que proporciona el angulo de dos vectores a través del coseno, obtenemos:

—y aw_ 5 5 —

. cos(u,w)_lallwl_‘{%‘ﬁ_?‘2]_0,69, luego (0ww) = 46° 6 7,6
—\ w2 -2 —

= —= =—=-039 1 =113°5" 36".
. cos(v‘w] FE \)’Eﬁ 51 .35, luego {V,W]

3. Convierte el vector ¥ = (3, 0, 4) en un vector unitario y proporcional al dado.
Para conseguir el vector buscado, basta multiplicar el vector ¥ por el inverso de su modulo:
[fl=v3?+0?+4? =5

Obtenemos el vector: v* = [iJ Vo= iB, 0, 4)= {§ 0, EJ
vl 5 5 5

- o L 3¢ L (ay 25
Comprobamos que v es unitario al cumplir: V] = T +0° + 3) =3 =1

4. Sean los vectores 0 = (x, 3,6) y V = (3, y, 4). Calcula x e y de manera que ambos sean perpendiculares y vl = 13.

Las condiciones & L ¥, esdecir, G-7v =0y [#|=13, se traducen en el sistema de ecuaciones:

{31+3y+24:0 {xz,zo

=
JFey+ai=13 y=12

5. Dado el punto P(0, 1, 1), el plano n: 3x -2y + z-5 =0y la recta r: X ; 2 y_—12 = %, halla:
a) Ecuacién del plano paralelo a r y que pase por P.

b) Ecuacién del plano perpendicular a r y que pase por P.

a)

El plano n* buscado pasa por Py tiene el mismo vector normal que nt:
nln' = n"3x-2y+z+D=0
Pen"=3-0-2-1+41+D=0= D=1

por lo que el plano n” tiene de ecuacion: 3x—2y+z+1=0

b) El plano =’ perpendicular a r tiene como vector normal el vector director de r;

por lo que:
nix—-y+3z+D=0 .
ComoPen' = 0-143+D=0= D=-2 *P0,1,1) | v=n
. ' '
luego el plano n* tiene de ecuacion:
Xx-y+3z-2=0
6. Calcula el angulo formado por las rectas de ecuaciones:
r_x—2_y—5_z—1 r_x+2__w—1_z—1
11 3 1 10

El angulo que forman las rectas r, y r; coincide con el angulo que forman sus respectivos vectores direccionales 4, = (-1, 1, 3)

yd, =(-1,-1,0).
A partir de la expresion del coseno obtenemos:
—— O 14(=)+0

cos(r;,.r;] = cos(u,‘ W =0

. . —_g0°
luego el dngulo que forman las dos rectas es: (r,,rz] =490°.

En este caso, las rectas son perpendiculares.

7. Calcula el angulo formado por los planos:

nx+y-3z=1 m2x-3y+2z=2

El angulo que forman los planos r, y «, se obtiene a partir del 4ngulo que forman sus respectivos vectores normales i, = (1, 1, -3)

ya, =(2,-3,2)
Utilizando la expresion del coseno como aplicacion del producto escalar, obtenemos:

24(3+(6)_ 7

NN 187

. R Ao
= x,
cos(n‘,xl] = —cos(nﬁl,n‘__ ] = _—l'

£ x,

=)
=T P

luego el angulo formado por los planos n, y r; es 59° 127 36,5



Proy ecclones

Proyeccion de un punto sobre un plano

Cuando se proyecta perpendicularmente un punto sobre un plano se obtiene
un punto del plano que resulta de la interseccién de dicho plano con la recta
perpendicular al plano que pasa por el punto dado.

* Procedimiento analitico: P

e Hallamos la recta r que pasa por P
y es perpendicular al plano 7.

e Hallamos la interseccién de r con & / o /
y obtenemos el punto proyeccién / P /
B 3

Proyeccion de un punto sobre una recta

La proyeccién de un punto sobre una recta es el punto interseccién de esa rec-
ta con el plano perpendicular a ella y que contiene el punto.

* Procedimiento analitico:

A

¢ Hallamos el plano  perpendicular
ary que contiene al punto P. ,

-

'
|
i
|

o

e Hallamos la interseccion del plano
7t con r y obtenemos el punto pro-

yeccion P,
n

Proyeccion de una recta sobre un plano

La proyeccién de una recta sobre un plano es la interseccién (una recta) de di-
cho plano con el plano perpendicular a él y que contiene a la recta.

* Procedimiento analitico:

r
e Hallamos el plano 1’ que contiene a s
la recta r y es perpendicular al pla-
no T. 7

® La recta proyeccién s de r sobre 7t

viene dada como interseccién de los
planos Ty m’.
-

Elementos simétricos

Simétrico de un punto respecto de un plano

El simétrico de un punto P respecto de un plano 7 es el punto P’ que se en-
cuentra en la perpendicular trazada desde P al plano, de modo que P y P’ equi-
distan del plano.

* Procedimiento analitico:
® Hallamos el punto M proyeccién del punto P sobre el plano .

® Calculamos el punto P’ teniendo en cuenta que M es el punto medio

del segmento PP".
r
P
d
M
T dl |
-

" Py P’ son simétricos respecto de m.

Simétrico de un punto respecto de una recta

El simétrico de un punto P respecto de una recta r es el punto P* que se en-
cuentra en la perpendicular trazada desde P a la recta, de modo que P y P’ equi-
distan de la recta.

* Procedimiento analitico:

* Hallamos el punto M proyeccién del punto P sobre la recta r.

* Calculamos el punto P’ teniendo en cuenta que M es el punto medio
del segmento PP".

A
.P,

Py P son simétricos respecto de r.



Simétrico de un punto respecto de otro punto

Este es el caso mas sencillo de simetrfa. El simétrico de un punto P respecto de
otro punto M es el punto P’ y se determinara teniendo en cuenta que M es el
punto medio de segmento PP’.

pr

Py P’ son simétricos respecto de M.

Recta que se apoya en dos y pasa por un punto

La recta s que se apoya en dos rectas r, y 1, dadas y que pasa por un punto P
dado es la recta que corta a ambas y pasa por P.

= Procedimiento analitico:
® Hallamos el plano wt; que contienear, ya P.
® Hallamos el plano m, que contienear, y a P.

® La recta s buscada es la interseccion de wt, y ,.

Recta que se apoya en dos y es paralela a una dada

La recta s que se apoya en dos rectas 1, y , dadas y que es paralela a una recta
r dada es la recta que corta a ambas y es paralela a r.

= Procedimiento analitico:
® Hallamos el plano m; que contienear, ya v,
® Hallamos el plano m, que contiene ar, y a v,.

® La recta s buscada es la interseccion de wt, y ,.

5

Tlarectasseapoyaenryenr,y
pasa por el punto P.

Haz de planos

Sea la recta r de ecuaciones implicitas:

w Ax+By+Cz+D, =0
"|Ax+B,y+Cyxz+D,=0

El conjunto de planos que contienen la recta r se llama haz de planos, y cual-
quier plano del haz tiene por ecuacién:

t(Ax+By+Cz+D,) +s(Ax+B,y+C,z+D,)=0 cont,se R

P g, Sy




EJERCICIOS x=1+2t

11. Halla el simétrico del punto de P(5, 1, 0) respecto de la recta r: {y =—1+ 3t

8. Halla la proyeccion del punto P(1, 1, - 2) sobre el plano n:x + 2y + 3z = 11. Seguimos el procedimiento analitico anterior: e
» Hallamos |a recta r que pasa por Py es perpendicular a rt: * Hallamos el punto M proyeccion del punto P sobre la recta r. Para ello:
k=1 _y-1_z+2 — Determinamos el plano © perpendicular a ry que pasa por P:
LT:T: 3 Rlr= m:2x+3y-z+D0=0
» Intersecamos |a recta rcon el plano m y obtenemos el punto proyeccion P Pem = 2-5+43-1-0+D=0= D=-13
; Luego el planom es: 2x + 3y —z - 13 =0.
= ; ; 1:;: (+1)+20+2t)+3-2+30-11=0 — Hallamos la interseccion de m con ry obtenemos:
Zz=-2+3t = =1 " or=M(3, 2 -1)

P+t 142t —2+3t) = P2, 3. 1)

mx+2y+3z-11=0 » Calculamos el punto P* teniendo en cuenta que M es el punto medio del segmento PP

5 1 0
Tr_3 Yoo XI5 pp3-2)
2 2 2

9, Calcula la proyeccion del punto P(2, 0, —3) sobre la recta r: XT_II _yl_z

1 -2
. . 12. Determina |, ion de la rect las rectas:
» Hallamos el plano n perpendicular a r v gue contiene a P cleminaia cridoncelreda Qlieseapayn e astecas
XY 2t X 202552
mlr = m:2x+y-22+D=0 ¥ 2009 3 2 3
P(2,0,-3)em = 2-2+0-2(3)+D=0 = D=-10 ¥ que pasa por el punto P(1, -1, 2).

luego el plano & es: Seguimos el procedimiento analitico anterior:
mIx+y-2z-10=0 * Hallamos el plano &, que contiene ar, y a P.

» Hallamos la interseccién de © con ry obtenemos el punto proyeccien, P: Este plano contiene todos los puntos de r,, en particular A(1, 0, -1) y ¥, = (-2, 1, 3), y el vector AP = (0, -1, 3).

¥=1+2t x-1-2 0 ko

o 21+ 2t)+ H1+ ) -2(-2t)-10=0 7| y 1 -|=0=xi3x+3y+z-2=0
r=_2t = t=1 z+1 3 3 =
P14 2, —14¢, -2t} = P'(3, 0, -2) AP P

* Hallamos el plano n, de forma analoga a x,.

Vey

m2x+y-2z-10=0

Este plano contiene a r; y a P. En particular contiene al punto B(0, 2, 2), a \7,: =(2,-1,3)ya El-’ =(1, -3, 0). Por tanto:

x 2
10. Halla la ecuacion de la recta proyeccion de la recta r: {i;iﬁ:: 1 sobre el plano m: 2x—y+ 3z+5=0. mily-2-1-3|=0=>n,:9x+3y-52+4=0
z-2 3 0
# Hallamos el plano n' que contiene a ry es perpendicular a m.
. . |3x+3y+z-2=0
Todos los planos que contienen a r son los del haz de planos: * La recta buscada tiene la ecuacion s [Qx +3y-5z+4=0

H2x—3y+z-1)+sly+32+4)=0 = Zthx+(3t-shy+(t+35)z+ (-t +4s) =0
Comom’'lm = (21, -3t-5,t+35)(2,-1,3)=0 = 4+ 3t+5+3t+95=0 13. Calcula la distancia del punto P{1, 2, 3) al plano m: 3x+ 4y -6=0.
10t+105s=0 = t=-3 Bata2-6l_s5_,
JF+4+07 5
Otro procedimiento que conduce al mismo resultado es calcular el punto @, proyeccion del punto P sobre el plano m, y entonces
la distancia buscada es la distancia entre Py Q. Las coordenadas del punto Q son (2/5, &/5, 3), v se tiene que:

R Utilizando la expresion analitica, se obtiene: d(P,x) =
Luego el plano n* es:
N'-=25x+ 25y 4+ 252 +55=0 = n" 2x-2y-2z-5=0

# La recta s proyeccion de rsobre i es:

2x—y+3z45=0 d(P,x) = d(P,Q) = 1= 2/5F + (2 - 6/5F +(3-3) = J9/25+16/25 =1
2x—-2y-2z-5=0




14. Calcula la distancia entre los planos m: 2x -3y +z-8=0 y mo2x-3y+z+12=0.

El punto P(3, 0, 2) pertenece al planom,, yaquesecumple 2-3-3-0+2-8=0.

Calculamos la distancia entre los planos paralelos m, y m, como la distancia entre el ?P[S, 0,2)
punto Py el plano m,. &l
d
Obtenemos:
[2.3-3.0+2+12 20
dir,r)=dlP,n,)=—F———-on—=——
JP+Er+r s 2 ||
15. Calcula la distancia entre la recta r: 'T_‘I = Lss = ZTH yelplanom:x+2y+4z-13=0.

La recta ry el plano n son paralelos, ya que sus vectores direccional y normal son perpendiculares, al cumplirse (2, -5, 2)- (1,2, 4) =0,

yvaque2-1-5-24+2-4=0.

La distancia entre ry n es la distancia entre el punto P(1, -5, —3) de la recta r y el T Pi1,5,-3)
plano. T
Obtenemos: d

[1+2(-5)+4(-3)-13 _ 34

P+ 27+ 4 J21 rlii=

dir,m) =diP,x)=

16. Halla la ecuacion del plano paralelo al plano 4x + 7y — 4z — 12 = 0 y que diste de &l 3 unidades.

w  Todos los planos paralelos al dado los podemos escribir como:

e 4
Y- . y A+ Ty-4z+D=0
p 3 ”{ . Tomamos un punto P e m, por ejemplo, P(3, 0, 0), y cbligamos a que diste de los planos

Y $p(3,0,0) Y 7 buscados 3 unidades:

T : . 0=-4- 0 =15

sl i d(P.x,Dx!]=3=|4 3+7.0-4-0+00 _h2+ol _, _ [P
Vo a7 4 4 9 0, =-39
T2 Existen dos planos que verifican el enungado y son:

N Ax+Ty—-4z+15=0 My 4w+ Ty—4z-39=0




Calcula la distancia del punto P(1, 2, 3) al planon:3x+4y-6=0.

Utilizando la expresion analitica, se obtiene: d(P,x) = w - > =1

V3 +42 00 5
Otro procedimiento que conduce al mismo resultado es calcular el punto Q, proyeccion del punto P sobre el plano &, y e
la distancia buscada es la distancia entre Py Q. Las coordenadas del punto Q son (2/5, 6/5, 3), y se tiene que:

d(P,x) = d(P,Q) = \J1- 2/5) +(2-6/5) +(3- 3 = /9/25+16/25 =1

Calcula la distancia entre los planos t,: 2x -3y +z-8=0 y n,: 2x-3y+z+ 12=0.

El punto P(3, 0, 2) pertenece al plano &, yaquesecumple2-3-3-0+2-8=0.

Calculamos la distancia entre los planos paralelos mt, y x; como la distancia entre el ¢ P(B.0.2)
punto Py el plano m,. il
d
Obtenemos:
[2-3-3.0+2+12] 20
dm,m,)=d(P,x,)= —| =—
2437+ 14 2 mll A

Calcula la distancia entre la recta r: XT_1 =Y +55 =2 ; 2 yelplanom: x+2y+4z-13=0.

Larecta ry el plano nt son paralelos, ya que sus vectores direccional y normal son perpendiculares, al cumplirse (2, -5, 2) - (1, 2|
yaque2-1-5-2+2-4=0

La distancia entre r y m es la distancia entre el punto P(1, -5, =3) de la recta r y el ; P, 5.-3)
plano. t
Obtenemos: d
d(rrﬂ):d(pr?r)zwzﬂ = fll
P24 a J21

Halla la ecuacion del plano paralelo al plano 4x + 7y — 4z — 12 = 0 y que diste de él 3 unidades.

Todos los planos paralelos al dado los podemos escribir como:

Yy /
/x h // dx+7y-4z+D=0
A ! ; /
3u \ Tomamos un punto P e m, por ejemplo, A(3, 0, 0), y obligamos a que diste de los
p Ve LP(3,0,0) 4 buscados 3 unidades:
| -
LE i 317.0-4. D, =15
34 7 d(P’MMZ):B:M 3+7.0 40+DL|12+D\:3:){ 1
§ Jo s 77+ 4 9 D, =-39
2 Existen dos planos que verifican el enunciado y son:

midx+7y-4z+15=0 ndx+7y—-4z-39=0




