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4 Geometria afin en el espacio
1. Vector libre

B .
* Vector fijo. Un vector fijo de origen Ay extremo irema
B es un segmento orientado caracterizado por: AB
Ll L 4 - -’q
— Direccion o recta que lo contiene. =~ rigen

* fecta direccion

— Sentido u orientacion de la recta.
— Madulo o longitud del segmento orientado.

médulo de AB = |A.§'| =6u

* Vector libre. Los vectores que tienen la misma Y B,
direccion, el mismo sentido y el mismo mddulo
sellaman equipolentes. Los vectores

equipolentes tiene las mismas coordenadas.
Todos los vectores equipolentes a uno dado
definen un vector libre.
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Geometria afin en el espacio

2. Operaciones con vectores libres
2.1. Suma de vectores libres

* Lasuma de los vectores libres ¥ = (a, b, c) y ¥/ = (a’, V/, ¢’) es el vector libre:

v+’ =(a+d,b+b,c+c)

Propiedades

1. Asociativa. Para tres vectores libres cualesquiera:
n+(+w=(i+7)+w

2. Elemento neutro. El elemento neutro para la suma es el vector nulo:
0=1(0,0,0), yaque verifica:
u+0=0+u=u

3. Elemento opuesto. El vector opuesto de un vector ¢ = (a, b, c) es
—v = (—a, —b, —), ya que se verifica:

o+ (%) =(2)+v=0
4. Conmutativa. Para dos vectores libres cualesquiera:

u+v=v+u
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2. Operaciones con vectores libres
2.2. Producto de un numero real por un vector

* El producto de un nimero real t por un vector libre ¥ = (a, b, ¢) es el
vector libre:
t-v=1tv = (ta, th, tc)

v

.--"""'H v

2v \*‘\
Propiedades / \4\

1. Distributiva del producto respecto a la suma de vectores. Para un niime-
ro real t cualquiera y dos vectores libres 1 y ¢ cualesquiera se verifica:

t-(i+0)=t -+t 0
2. Distributiva de la suma de nimeros reales por un vector. Para dos nii-
meros reales t y s cualesquiera y un vector libre # cualquiera se verifica:
(t+s)-ti=t-ti+s-1

3. Asociativa mixta. Para dos nimeros reales t y s cualesquiera y un vector libre
it cualquiera se verifica:

(t-s)-ti=t-(s-1)
4. Elemento neutro. Para un vector libre 1 cualquiera se verifica:

l-ii=1i
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4 3. Dependencia e independéncia de vectores. Bases
3.1. Vectores dependientes

Dos vectores son linealmente dependientes si verifican una de las
siguientes condiciones:

U y U tienen a, b ¢
& rango =1
(5] bz (o]

di,se R . .=
m+sv=0& | L
t#0 os#0 igual direccion

Tres vectores son linealmente dependientes si verifican una de las
siguientes condiciones:

=

winR ek e

s

dt,s,re R L a, b ¢
. i . = U,V y W son
nonulos [ti+ st +m=0& . & mango| a; b, ¢; |=102
l coplanarios ' :
a4t ves as b; c;
<
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4 3. Dependencia e independéncia de vectores. Bases
3.2. Vectores independientes

Dos vectores son linealmente independientes si verifican una de las
siguientes condiciones:

U y v tienen a; by ¢
& rango =2
a, b,

m+st=0=t=5=0& ., . .
distinta direccion

Tres vectores son linealmente independientes si verifican una de las
siguientes condiciones:

a bl €y
i : . i,V y W no son
ti+si+m=0=2t=s=r=0 ' _ & rango| a; by, ¢; [=3
coplanarios '
a; by ¢,
= _
wo bk e

g |




Geometria afin en el espacio

3. Dependencia e independéncia de vectores. Bases
3.3. Base de vectores

* En el espacio de vectores del espacio IR’ tres vectores linealmente inde-
pendientes forman una base del espacio R’.

La principal caracteristica de una base de vectores es que cualquier
vector del espacio R3 puede escribirse en funcion de los vectores de
la base.

* Sea {ii,, ii,, ii5} una base de R’. Cualquier vector ¥ de R’ se puede escribir
de la forma:
U= {'H.il Ar bliz Ar Cﬂ.j
Los nimeros a, b y ¢ se llaman coordenadas del vector @ respecto de la
base {1, 1y, 15}.
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4 Geometria afin en el espacio
4. Sistemas de referencia

Para localizar un punto o un objeto en el espacio necesitamos un
sistema de referencia. El mas utilizado es el cartesiano.

* El sistema de referencia cartesiano en el espacio R’ z
es: R
{01 Ly s 'I(} " k
y esta formado por:
- >
— Un punto fijo O que llamamos origen del sistema. /0 7 Y

— Una base de vectores i, j, k unitarios y perpen-
diculares entre si, es decir, ortonormales. ¥
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4. Sistemas de referencia
4.1. Coordenadas de un punto

Todo punto del espacio R’ tiene asociadas tres coordenadas en el sistema de
referencia:

P':x('ls Yoo Z('I)

Es equivalente a escribir que:

OP = xyf +30f + 20k = (xg5 ¥r %)
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4. Sistemas de referencia
4.2. Coordenadas de un vector

Sea el vector AB de origen A y extremo B:
A(xp Nis Z|)

B(l'b N2 Zz)

e El vector AB tiene de coordenadas:

AB = OB - 0OA = (x5, 3, %) — (i, 1) = (g —x, v =y 2 — 1)
es decir, las coordenadas de su extremo menos las coordenadas de su origen.

® Los vectores OP y AB son representantes del mismo vector libre @, es decir:

v=0P = AB = (:'5[}: Yoo ifo) = (5‘{2—111"“—}'“ Zz—zl)

o

de donde vemos que las coordenadas de un vector libre vienen dadas por las de
uno de sus representantes con origen en el origen de coordenadas.
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4. Sistemas de referencia
4.3. Coordenadas del punto medio de un segmento

Sea el segmento AB, de extremos A(x,, v,, 21) v B(x3, ¥;, z2). Observando la
figura:

OB = OA + AB = OA + 2AM

En coordenadas:

(22, 2, 22) = (3, yi 7)) + 2(x—x1, y =y, 2—21)
y operando obtenemos las coordenadas del punto medio M:
X tx Nty Lt

2 ) ‘T

x:




4 Geometria afin en el espacio
5. Ecuaciones de la recta

.- . b Z
* Laecuacion vectorial de la recta r que pasa por un punto fijo Py(xo, Yo, 20)
y que tiene como vector director ¥ = (a, b, ¢) viene dada por: =
- o p, Y
OP =0OF, +tv conte R 1 /
que expresada en coordenadas es:
A/
{JC, Yy 5{] = (xm Yos ZCI} + f(ﬂ, br C) ; N

* Las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por un punto
fijo Po(xg, ¥o, 20) ¥ que tiene como vector director ¢ = (a, b, c) vienen

dadas por:
x=x,+
y=y,+th conteR
=tk
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5. Ecuaciones de la recta

* Las ecuaciones en forma continua (o ecuacién continua) de la recta r
que pasa por un punto fijo Py(xp, ¥o, 20) ¥ que tiene como vector director
v = (a, b, ¢) vienen dadas por:

X—=Xg Y=Y _ T3

a b c
PDP1 Pi(x1,y1, z'}
— PolX, Yoy Z0)

* Las ecuaciones implicitas (o como interseccion de dos planos) de la recta
r que pasa por un punto fijo Py(xg, Yo, 25) ¥ que tiene como vector director
v = (a, b, c) vienen dadas por:

Ax+ By+Cz =D
Ax+Bvy+Cz=D
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6. Ecuaciones del plano

* La ecuacion vectorial del plano T que pasa por un punto fijo Py(xy, yo, 20)
y que tiene como vectores directores ii = (a, b, c) y v = (a’, b', ') viene

dada por:
OP =OF, +tu+sv contyse R

que expresada en coordenadas es:

(x, ¥, 2) = (x0 Yo 20) + tla, b, ) +s(a’, b', ')
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6. Ecuaciones del plano

* Las ecuaciones paramétricas del plano T que pasa por un punto fijo
P, (x5, ¥ 20) ¥ que tiene como vectores directores i = (a, b, c) yv = (d, b/, ¢')
vienen dadas por:

X=xy,+ta+sa
y=y,+th+sb’ contyselR
7=7, +tc+sc

* La ecuacion general o implicita del plano 1 que pasa por un punto fijo
Po(xg, ¥o, 20) ¥ que tiene como vectores directores it = (a, b, c) yv = (d, V', ')
viene dada por la ecuacién:

Ax+By+Cz+ D=0

Esta expresion se obtiene del desarrollo del siguiente determinante:

!

X—x, a a
y—v, b b'|=0

()

R -
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7. Posiciones relativas de dos y tres planos
7.1. Posiciones de dos planos

) ey

/

Planos coincidentes

* Rango (A) = 1 y rango (A*) = 1. El sistema es compatible indetermi-
nado. Las ecuaciones son dependientes Y, por tanto, los planos tienen to-

dos sus puntos en comiin. Los planos son coincidentes. 1 /

* Rango (A) = 1 y rango (A*) = 2. El sistema es incompatible. Las ecua-
ciones son independientes y, por tanto, los planos no tienen puntos en
comiin. Los planos son paralelos. Planos paralelos

ENEN

2

* Rango (A) = 2 y rango (A*) = 2. El sistema es compatible indeterminado.
Las ecuaciones son independientes y, por tanto, se cortan dando una recta.
Los planos son secantes.

Planos secantes
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7. Posiciones relativas de dos y tres planos
7.2. Posiciones de tres planos

® Rango (A) = 1 y rango (A*) = 1. El sistema es compatible indeterminado.
Las tres ecuaciones son dependientes y, por tanto, los planos tienen todos
sus puntos en comun. Los planos son coincidentes.

y/amid

* Rango (A) = 1 y rango (A*) = 2. El sistema es incompatible. Las ecuacio-
nes son independientes y, por tanto, los tres planos no tienen puntos en co-
mun. Los planos pueden ser paralelos y distintos dos a dos, o dos de los pla-
nos coincidentes y el otro paralelo y distinto de los anteriores.
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7. Posiciones relativas de dos y tres planos
7.2. Posiciones de tres planos

® Rango (A) = 2 y rango (A*) = 2. El sistema es compatible indeterminado. Exis-
ten dos ecuaciones independientes, y la otra es combinacion de ellas. En este
caso, las infinitas soluciones dependen de un pardmetro, y los planos tienen los
puntos en comtin de una recta. Los tres planos son distintos y secantes en una
recta, o dos de los planos son coincidentes y el otro los corta en una recta.

® Rango (A) = 2 y rango (A*) = 3. El sistema es incomparible. Los tres planos
no tienen puntos en comiin. Las opciones posibles son: los planos se cortan
dos a dos, o dos de los planos son paralelos y el otro corta a los anteriores.

e Rango (A) = 3 y rango (A*) = 3. El sistema es compatible determinado. -
Los planos son secantes en un punto.
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8. Posiciones relativas de una recta y un plano

* Rango (A) = 2 y rango (A*) = 2. El sistema es compatible indeterminado.
Los tres planos tienen una recta en comuin. La recta estd contenida en el
plano.

* Rango (A) = 2 y rango (A*) = 3. El sistema es incompatible. Los tres
planos no tienen puntos en comtn. Los recta y el plano son paralelos.

* Rango (A) = 3 y rango (A*) = 3. El sistema es compatible determinado.
La recta y el plano son secantes, es decir, se cortan en un punto.

. r
Recta contenida en el plano /
T / Recta paralela al plano

Recta y plano secantes
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Geometria afin en el espacio
9. Posiciones relativas de dos rectas

* Rango (A) = 2 y rango (A*) = 2. El sistema es compatible indeterminado.
Las dos rectas tienen infinitos puntos en comun. Las dos rectas son coin-
cidentes.

* Rango (A) = 2 y rango (A*) = 3. El sistema es incompatible. Las dos
rectas no tienen puntos en comtn, pero son coplanarias. Por tanto, las
rectas son paralelas.

* Rango (A) = 3 y rango (A*) = 3. El sistema es compatible determinado.
Las rectas son secantes, es decir, se cortan en un punto.

* Rango (A) = 3 y rango (A*) = 4. El sistema es incompatible. Las rectas
no tienen puntos en comun y, por tanto, se cruzan en el espacio.

I
r_h:rg_

Hectas coincidentes
r.
2
£

\ Rectas secantes ,/j"'—/
r. -

o - = e

Hectas paralelas
pa Rectas que se cruzan

<l I
-
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