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3 Sistemas de ecuaciones lineales
1. Sistemas de ecuaciones lineales. Clases

* Se llama sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas al conjun-
to formado por m ecuaciones lineales con las mismas n incégnitas en cada
una de ellas.

Podemos escribirlo en la forma:

I
apx; + apx, + ...+ ax, = b
apXy * apX; + .o dypXy =

I
e
[

an,X, + 4%, + ...+ ayx, = b

En el sistema anterior llamamos:

* coeficientes del sistema a los numeros reales aij .

* términos independientes a los numeros reales bi.

* incdgnitas a los términos x1, x2, ..., xn que deben ser calculados.

Al resolver un sistema intentamos encontrar las posibles soluciones del
mismo. Estas son los valores x1 = nl, x2 = n2, ..., xn = nn de las incégnitas
qgue convierten las igualdades del sistema en identidades numéricas.
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Sistemas de ecuaciones lineales

1. Sistemas de ecuaciones lineales. Clases
1.1. Clases de sistemas de ecuaciones lineales

En funcién del valor de los
términos independientes,

. Segun su solucion, los
los sistemas de 5 !

ecuaciones se clasifican
en:

sistemas pueden ser:

4 ) 4 )

Homogéneos, si todos los

o - : Incompatibles, si no tienen
términos independientes son

solucion.
nulos.
\. y, \. y,
( . ..
) (Compatlbles, si tienen A
solucidn. Estos, a su vez,
No homogéneos, si alguno de pueden ser:
los términos independientes es — Determinados, cuando la
distinto de cero. solucidn es Unica.
— Indeterminados, cuando
\ ) \_poseen infinitas soluciones. )
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1. Sistemas de ecuaciones lineales. Clases
1.2. Expresiones de los sistemas de ecuaciones lineales

Expresion matricial
* Elsistema anterior de m ecuaciones lineales con n incégnitas se puede es-
cribir matricialmente de la siguiente forma:
b )
ap; dp Ain X 1
az Ay A1n X | b,
Ami Gm32 A nn Xn bm ).
v —_—
matriz principal matriz matriz de los
o matriz de los de las términos
coeficientes incégnitas  independientes
A-X=B
- \
x—vy+27=0 I -1 2 0
x
2x—z=0 N 2 0 -1 \ 0
% —
ly=4 0 2 0 - 4
<
y—27=-5 0 1-2)% -5
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1. Sistemas de ecuaciones lineales. Clases
1.2. Expresiones de los sistemas de ecuaciones lineales

Expresion vectorial

* Llamando A}, A,, ..., A, a las columnas de la matriz de los coeficientes,
el sistema anterior de m ecuaciones lineales con n incégnitas puede es-
cribirse de la siguiente forma:

b 3
apy ag; An 1
a a b

11 x + 12 X, 4.t In X, = 2
aml ‘-'Imz amn bm

S

) -1 2 0
are y + -1 2= ©
0 2 0 4
0 1 2 -5
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2. Teorema de Rouché-Frobenius

¢ Teorema de Rouché-Frobenius

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incgnitas es compatible (tie-
ne solucion) si, y solo si, el rango de la matriz de los coeficientes, A, coin-
cide con el rango de la matriz ampliada, A*.

Simbdélicamente:

El sistema es compatible & rango (A) = rango (A*)

* Consecuencias del teorema de Rouché-Frobenius:
e Si rango (A) # rango (A*), entonces el sistema es incompatible.
e Sirango (A) = rango (A*) = r, entonces el sistema es compatible.
— Si r = n, entonces el sistema es determinado.

— Si r < n, entonces el sistema es indeterminado.
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3. Métodos de resolucion de sistemas. Regla de Cramer
3.1. Método de Gauss

* El método de Gauss es una generalizacién del método de reduccion y
consiste en transformar el sistema dado en otro equivalente.

Para ello tomamos la matriz ampliada del sistema y mediante las opera-
ciones elementales por filas la transformamos en una matriz escalonada
en ceros, es decir, con ceros bajo la diagonal. De esta forma obtenemos
un sistema equivalente al inicial, en el que se pueden dar tres casos:

® Que el sistema sea incompatible, en cuyo caso no hay solucién.

® Que el sistema sea compatible y determinado, en cuyo caso se resuelve
facilmente por sustitucion de forma escalonada.

® Que el sistema sea compatible indeterminado, en cuyo caso nos quedaran
menos ecuaciones que incognitas. Para resolverlo lo convertimos en un
sistema cuadrado pasando al segundo miembro las incognitas necesarias.
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3. Métodos de resolucion de sistemas. Regla de Cramer
3.2. Método de la matriz inversa

* Este método consiste en escribir el sistema en forma matricial

A-X=B

y despejar la matriz X, siempre que exista A"

X=A"l-B
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3. Métodos de resolucion de sistemas. Regla de Cramer
3.3. Regla de Cramer

Un sistema ® nim. de ecuaciones = nim. de incégnitas
es de Cramer

e |Al 20

* Regla de Cramer

El valor de cada incégnita es el cociente de dividir el determinante formado
por la matriz de los coeficientes sustituyendo en ella la columna correspon-
diente a los coeficientes de la incégnita buscada por la columna de los tér-
minos independientes, por el determinante de la matriz de los coeficientes.

a1 9 Q1p

3y 8»n ... |by| ... &y,

a a . |b.| ... a3
nl n2 h_ﬂf nn

Xr' = .-"'-_q'\

dyy dyp dy; dip

dy1 9n dy; 93,

arﬂ anl \Efl."}f ann




3 Sistemas de ecuaciones lineales
4. Sistemas homogéneos

La expresion de un sistema homogéneo de m ecuaciones
con n incognitas es la siguiente:

a,x, + a,x, + ...+ a, x =

In"n

a,x, + apx; + ...+ apx, =0

Una de las caracteristicas mas relevantes de los sistemas homogéneos es
gue todos ellos son compatibles, es decir, siempre tienen solucion, ya que la

ultima columna de la matriz ampliada, A*, tiene todos sus elementos nulos,
lo cual deja invariable el rango de la matriz de los coeficientes y, por lo tanto,
rango (A) = rango (A*).

» Sea rango (A) = rango (A*) = r, y n el niimero de incégnitas del sistema.
— Si r = n, entonces el sistema es determinado (solucién trivial).

— Sir < n, entonces el sistema es indeterminado (infinitas soluciones).




3 Sistemas de ecuaciones lineales
5. Eliminacion de parametros

E L= * Laeliminacion de parametros de un sistema de ecuaciones es el proceso

o v gue consiste en pasar de este sistema a otro equivalente en el que no
intervienen los anteriores parametros.

* Laeliminacion lineal de parametros es el procedimiento inverso al de
resolver un sistema de ecuaciones lineales que sea compatible
indeterminado, es decir, que tenga infinitas soluciones, y para ello se hace
uso del teorema de Rouché- Frébenius.

* Si el rango de la matriz A es m, los pardmetros no pueden ser elimi-
nados.

* Si el rango de la matriz A es menor que m, los pardmetros pueden ser
eliminados y su eliminacién da lugar a un sistema de ecuaciones, en las
incognitas x,, Xz, «++ X, que tendrd m — rg (A) ecuaciones.
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3 Sistemas de ecuaciones lineales
6. Sistemas de ecuaciones y economia

Las matrices input-output constituyen uno de los instrumentos mas
importantes en el analisis de procesos de entrada y salida para la
actividad econdmica y, en particular, para el estudio de la estructura

productiva y de las interrelaciones entre distintas industrias o sectores
de la misma.

Sea g, la cantidad de salida de la industria j que necesita la industria i

para producir una unidad de producto en un tiempo determinado (dia,
semana, mes, afno...). La matriz de los coeficientes se llama matriz de
entrada-salida (input-output), también Ilamada matriz tecnoldgica.

Usuario (salida)
I, I,
I, | ay a;p ag
Suministro (entrada) 1, | a,; a,; a;; |= A

Ia a3 dsz; dsz
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Sistemas de ecuaciones lineales
6. Sistemas de ecuaciones y economia

Wassily W. Leontief (1906-1999)

Este economista, nacido en San
Petersburgo y afincado en Estados
Unidos desde 1931, publicé su modelo
con matrices input-output en 1936.

Matriz de entrada-salida
(input-output):

diy @y; 3
A= a3, a8, a5

33] 332 &33

Matriz de demanda externa:
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