CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

—>| ¢ flx)>0 = fes estrictamente creciente en x,
s f'(x;) <0 = fesestrictamente decreciente en x,

EXTREMOS RELATIVOS
o f(x.) < 0 = ftiene un maximo relatvo en (x,, fx,)
_> f'(XOJ _ ( g) _ - . (0 o}
* f"(x,) > 0 = ftiene un minimo relativo en (x,, flx,))

I
aplicacian

¥
\ OPTIMIZACION DE FUNCIONES |

APLICACIONES CONCAVIDAD

DE LAS * f"x;) >0 = fes concava hacias las y positivas en el punto (x,, flxy)
DERIVADAS *» (x,) <0 = fes céncava haciaslas y negativas en el punto (x,, flx))

PUNTOS DE INFLEXION
¢ fx)=0; f"(x)#0 = ftiene un punto de inflexién en el punto (x,, f(x,))

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES DERIVABLES

3| Teorema de Rolle
s Teorema de Cauchy o del valor medio generalizado
» Teorema de los incrementos finitos o de Lagrange o del valor medio

CALCULO DE LIMITES
s Regla de L'Hépital, que permite resolver todos los tipos de indeterminaciones




ACTIVIDADES FINALES
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. Determina el valor o los valores de a para que sea creciente la funcién f(x)=

Estudia la monotonia de las siguientes funciones:

a) fx)=-3x+5 ) fix)=x+32-5 e) fix) =e¥ g) fix)= ‘jxl -4
b) 70 = X2 - x d) f69 =3~ " fn=-2 h) =222
. Halla los extremos relativos de las siguientes funciones:
a) flx)=—(x—-2Y +5 d) fix)=x*-Inx g) fix) =x* - e™
3 X
b) fx) = x* - 3 = h =
) fix) (x+3) €) f(x) o ) fix) g
o) fx)=—2x+15x2—-36x+ 12 f) f{x}.=|”_x i) f(x}:x2+2
X 8x
Xx-a

—_

X=

Halla b y ¢ para que la funcién f{x) = x* + bx + c tenga un minimo relativo en el punto (-2, —7).

Determina a, b y ¢ de manera que la funcion f(x) = ax* + bx + ¢ tenga un minimo relativo en el punto (2, -9/2) y se anu-
le para x=5.

Obtén el valor de a, b, cy d sabiendo que la funcién f(x) = ax® + bx? + cx + d tiene extremos relativos en los puntos (-1,
6)y (2, -21).

. Estudia el tipo de concavidad y la existencia o no de puntos de inflexién en las siguientes funciones:

2
x =1 Inx

a) f(x) = 3x - 2¢ o f(x)= €) f(x)=—
X+3 X
b) f(x) = x* - 24x* + 80 d) fx) = (- 14) - & f) f(x)-_-\[xz +9

. Halla los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexion de las funciones:

a) fix)=x-e* b) g(x) =x - In x—2x c) h{x) =sen 2x

. Calcula a, b, cy d para que la funcién f(x) = ax®* + bx* + cx + d pase por el punto A(0, -1) y en B(1, 3) tenga un punto

de inflexion con tangente perpendicular a la recta de ecuacion x + 2y = 3.

Los dibujos muestran las graficas de las funciones derivadas de dos funciones f(x) y g(x). Determina a partir de las grafi-
cas, para cada una de ellas:

a) Los extremos relativos e intervalos de monotonia de la funcion f{x) y g(x).
b) Los puntos de inflexién y los intervalos de curvatura de la funcién f(x) y g(x).

¢) La grafica aproximada de la funcion f(x) y g(x).

g'(x)
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. Halla tres nidmeros no negativos que sumen 14, tales que uno sea el doble que el otro y que la suma de los cuadrados

de los tres sea minima.
Sean x e y dos numeros cuyo producto es 16. ;Puede ser la suma x + ¥ menor que 77 Razona la contestacion.

Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada con una capacidad de 270 cm?®. Para la tapa y la superficie lateral
se usa un material que cuesta 5 € cm’ y para la base un material un 50 % mas caro. Halla las dimensiones de la caja para
que el coste sea minimo.

Dada la parabola y:§ x?,ylarecta y =9, halla las dimensiones y el drea del rectangulo de &rea maxima que tiene un
lado en la recta y los otros dos vértices en la grafica de la parabola.

Se divide un alambre de 100 m de longitud en dos segmentos de longitud x y 100 — x. Con el de longitud x se forma
un triangulo equilatero, y con el otro un cuadrado. Sea f{x) la suma de las areas. ;Para qué valor de x dicha suma es
minima?

Se quiere construir un canal que tenga como seccién un trapecio isdsceles de manera que
la anchura superior del canal sea el doble de la anchura inferior y que los lados no parale-
los sean de 8 metros (ver esquema de la seccion en el dibujo).

a) Encuentra el valor del segmento L del dibujo en funcion de la variable x (anchura inferior
del canal) y teniendo en cuenta el area de un trapecio, comprueba que, en este caso, el
area de la seccion viene dada por:

3x,/256- X2
A(X):T

b) Calcula el valor de x para que el area de la seccién del canal sea maxima.

En una circunferencia de centro O y radio 10 cm se traza un diametro AB y una cuerda CD per-
pendicular a dicho diametro.

¢A qué distancia del centro O de la circunferencia debe estar la cuerda CD para que la dife-
rencia entre las areas de los triangulos ADC y BCD sea maxima?

Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, 2) y determina en el primer cuadrante con los ejes coordenados
un triangulo de area minima. Calcula dicha area.

Sea f: [‘|J+m]_,R la funcién definida por f(x)=,/x—1. Determina el punto P de la grafica de f que se encuentra a me-

"% istancia del punto A(2, 0). ;Cual es esa distancia?

La fabricacion de un numero x de tabletas graficas supone un coste total dado por la funcién C(x) = 1500x + 1000000.
Cada tableta se vendera a un precio unitario dado por la funcion P{x) = 4000 — x. Suponiendo que todas las tabletas fa-
bricadas se venden, ;cual es el nimero que hay que producir para obtener el beneficio maximo?

En cierto experimento, la cantidad de agua en estado liquido C{t), medida en litros, esta determinada en funcién del tiem-
po t, medido en horas, por la expresion:

cm=§+ mr+$+ 2:‘50 te[110]

Halla cual es la cantidad minima de agua en estado liquido y en qué instante de tiempo se obtiene, en el intervalo
comprendido entre t = 1 hora y t= 10 horas.
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Comprueba que se verifican las hipotesis del tecrema de Rolle para la funcion fix) = 3 cos? x en el intervalo [w/2, 3m/2].
Calcula también el valor al cual se refiere la tesis del teorema.

Prueba que cualquiera que sea la constante a la funcion fix) = x* — 5x* 4+ 7x + a cumple las hipotesis del teorema de Ro-
lle en el intervalo [1, 3]. Calcula el punto del intervalo (1, 3) cuya existencia asegura el teorema.

: . senx
Consideramos la funcion f{x)=———or.

—+C0SX
2

a) Verifica que f(0) = fin) = 0.
b) Comprueba que la ecuacién f'(x) = 0 no tiene ninguna solucién en el intervalo (0, ).
c) Explica por qué no se puede aplicar el teorema de Rolle en este caso.

Calcula los valores de a, b y ¢ para que a la funcion f(x) pueda aplicarsele el teorema de Rolle en el intervalo [-1, 7], y
encuentra el valor que predice el teorema:

x2+ax six<3
flx)= .
bx+c six>3

Determina el valor de a para que sea aplicable el teorema de Rolle a la funcién f(x) = x* + ax — 1 en el intervalo [0, 1].
Para este valor de a, calcula el punto c € (0, 1) en el que la recta tangente a la grafica de f(x) sea paralela al eje OX.

Sea la funcién 1‘()():1—;(-;‘é . Prueba que f{1) = fi-1) = 0, pero que f’(x) no es nunca cero en el intervalo [-1, 1]. Explica por

qué este resultado contradice aparentemente el teorema de Rolle.

Aplica el teorema de Cauchy a las siguientes funciones en los intervalos indicados:

a) fix)=x"-2x+3ygx) =x-7x* +20x-5en [-1, 1].

b) fix) =e*yg(x)=e*+2en [0, 2].

Estudia si el teorema de Cauchy se puede aplicar a las funciones f{x) = x* + x y g(x) = x + 3 en el intervalo [0, 2]. En caso
afirmativo, encuentra el punto que hace gue se verifique el teorema.

Analiza si se puede aplicar el teorema de Lagrange a las siguientes funciones en los intervalos dados y, cuando sea po-
sible, halla el valor de ¢ que da el teorema:

a) fix)=2x*—7x+10en [2, 5].
b) fix)=x* -2 en[-1,1]

1/x si—2<x<-1

Dada la funcién f(x)= 4 _ .
(x*=3)f2 si—-1<x<0

a) Prueba que f{x) cumple las hipdtesis del teorema del valor medio en [- 2, 0].
b) Encuentra los puntos cuya existencia afirma el teorema.

¢Se puede aplicar, en el intervalo [0, 1], el teorema del valor medio del calculo diferencial a la funcion f(x):ﬁ ?En

caso afirmativo, calcula el punto al que hace referencia el teorema.

Halla el punto de la grafica de la funcién f(x) = In x — 1 en el que la recta tangente sea paralela a la secante que pasa por
los puntos A(1, — 1) y Ble, 0).



M 34

M35

M 36.

W37

W38

39

W 40.

W41
W42

Utilizando el teorema del valor medio de Lagrange, demuestra que si f es una funcion real continua en un interva-
lo [a, b], derivable en (a, b) y tal que f'(x) > O para todo x € (a, b), entonces f es una funcién creciente en el inter-
valo [a, b].

ax si x<-1

Se considera la funcién f(x)={ x2_p . 5
six2-1

Averigua si existen valores de a y b para los que la funcion satisface las condiciones del teorema del valor medio de
Lagrange en el intervalo [-2, 2]. En caso afirmativo, halla el punto al que se refiere el teorema.

Dada la funcién f(x) x¥***7, demuestra que existe un valor ¢ € (1,3) tal que () = 4. Menciona los resultados
tedricos empleados y justifica su uso.

De una funcion f: [2, 5] — R, se sabe que es derivable y que los valores minimo y maximo de su funcion derivada f'
son 7 y 9, respectivamente. Justifica, mediante el teorema del valor medio, cuéles de los siguientes casos no pueden
darse:

) f2) =6y f(5) = 8. 1) f(2) =6y f(5) = 30. I £(2) = 6 y f(5) = 300.

Calcula los siguientes limites:

_e'-e " -2x = L . (n 2)
a) [lim —— il —5x)* i -——
) lim e f) ...'?..(e X) k) lim xcos 5
b) lim —(1-“)5 )z()senx g) lim (L_L) ) lim (x*=2x)"
x—0 X =1\ x=1 Inx x—=0
cos(2x)—e™ —x . 2 - ot
9 !'-,H’Tn(x) h) lim(cosx+3senx)s m) lim xpE
_ x-In(x+1) N . (@ +b" ¥
d) 'Qly_ i i) .I%(x’) n) !l_% 3 ,a>1yb>1
; 1 2 L i X+5 — =2
e) lim (m-m] ) Jm (x+3] In( x—1] f) fim (cosx+x)wn
Sabiendo que Iin% &sx;[&{ es finito, calcula b y el valor del limite.

Calcula, en cada caso, el valor de los parametros para que se cumplan las igualdades:

2 2x x -x
. ax +bx+1-e . ef—et+kx
U e S iR S
sen(x®) X—senx

Halla los valores de x e [0, 2x] en los que la funcién f(x) = e* - cos x presenta extremos relativos y/o puntos de inflexion.

Demuestraque e*> 1 +xconx 2 0.
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. Dada la funcién f(x)=

. Calcula el valor de a para que la fundén f(x) :{

(x+3)

e

, determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos.

. Un agricultor hace un estudio para plantar arboles en una finca. Sabe que si planta 24 arboles, la produccién media de

cada uno de ellos sera de 600 frutos. Estima que por cada arbol adicional plantado, la produccion de cada arbol dismi-
nuye en 15 frutos.

¢Cual debe ser el nimero total de arboles que debe tener la huerta para que la produccion sea maxima? ;Cual es esa
produccién?

. Determina, de entre los triangulos isésceles de perimetro 6 metros, el que tiene drea maxima.

. Se estudio el movimiento de un meteorito del sistema solar durante un mes. Se obtuvo que la ecuacién de su trayecto-

ria Tes )y’ =2x+9,siendo-45<x<8ey=>0, estando situado el Sol en el punto (0, 0). Obtén razonadamente:
a) La distancia del meteorito al Sol desde el punto P de su trayectoria cuya abscisa es x.

b) El punto P de la trayectoria T donde el meteorito alcanza la distancia minima al Sol. Calcula esta distancia minima.

. Un poste de 3 metros de altura tiene en su punta un sensor que Sensor

recoge los datos meteorolégicos. Dichos datos deben trasmitirse
a través de un cable a una estacion de almacenamiento que esta
situada a 4 metros de la base del poste. El cable puede ser aéreo
o terrestre, segln vaya por el aire o por el suelo (ver dibujo).
Cable aéreo
El coste del cable es distinto segtin sea aéreo o terrestre. El metro oy /
de cable aéreo cuesta 3000 euros y el metro de cable terrestre

cuesta 1000 euros. ;Qué parte del cable debe ser aéreo y qué

- Cable terrestre
parte terrestre para gue su coste sea minimo?

Poste

. Se desea construir un depésito cilindrico cerrado de &rea total Estacin

igual a 54 m?. Determina el radio de |a base y la altura del cilindro

para que este tenga volumen maximo. i

1-cosx six<0 . .
verifigue el teorema de Rolle en el intervalo [_ &® 1].
7

x*+ax six>0

Calcula el valor ¢ e [— % 1] tal que ' (c)=0.

. Encuentra los ceros de la primera derivada de la funcién f(x) = x® — 12x + a. Prueba que, con independencia del valor de

a, la ecuacion x* — 12x + a = 0 no tiene dos soluciones distintas en el intervalo [- 2, 2].

. Considera la funcion f: [0, 2r] — R definida por f(x) = 2x + sen x. Comprueba si cumple las hipotesis del teorema del

valor medio de Lagrange y, en caso afirmativo, encuentra todos los puntos a los que hace referencia el teorema.

a-senx—xe*

Sabiendo que .'m% p es finito, calcula el valor de a y el de dicho limite.
X

: x
. Prueba que si x > 0, se cumple: mdn(x +N<x.



