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10 Aplicaciones de las derivadas

1. Crecimiento y decrecimiento de una funcion

* Sif'(x,) >0, entonces la funcién f es estrictamente creciente en x;.

* Sif'(x,) <0, entonces la funcién f es estrictamente decreciente en x,.

Las tres funciones siguientes tienen derivada nula en x = 0 vy, sin
embargo, f es estrictamente creciente en x = 0; la funcidon g es
estrictamente decreciente en x = 0 y h no es estrictamente creciente ni
estrictamente decreciente en x = 0.

Yi Y i ¥ i

g(x) =—x° h(x) = —x2

f(x) = x°
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2. Determinacion de extremos relativos

* Si una funcién f tiene su derivada primera nula en un punto, de abscisa
Xp, ¥ su derivada segunda en ese punto es negativa, entonces la funcion f
presenta un maximo relativo en el punto (x, f(x,)).

* Si una funcién f tiene su derivada primera nula en un punto, de abscisa
Xy, ¥ su derivada segunda en ese punto es positiva, entonces la funcién f
presenta un minimo relativo en el punto (xy, f(x;)).

Simbélicamente:
f"(x,) < 0 = f tiene un maximo relativo en (x,, f(x;))

f’(xa) =0

f"(x) > 0 = f tiene un minimo relativo en (x,, f(x;))

f'xo) =f"(x0) = .. =f"(x) =0

f"(x0) < 0; n par f™ (%) > 0; n par
] ]
f tiene maximo relativo f tiene minimo relativo
en el punto (xg, f(x,)) en el punto (xy, f(x,))
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3. Optimizacion de funciones

En matematicas son numerosas las situaciones de optimizacion de
funciones; por ejemplo, la determinacién de la distancia a la que
debemos colocarnos delante de un cuadro para verlo con el mayor
angulo posible (problema de Van Schooten).

Los casos mas sencillos de optimizacidon de funciones son aquellos
en los que la funcidon a optimizar depende de una sola variable.
Veamos los pasos a seguir para optimizar funciones:

* Optimizacién de funciones
1. Expresar la funcién que deseamos optimizar.

2. Si la funcién tiene mas de una variable, relacionar las variables con
los datos del enunciado para conseguir una funcién de una variable.

3. Obtener los maximos y los minimos de la funcién.

4. Comprobar que los resultados obtenidos tienen sentido y se adecuan
a las condiciones del enunciado.
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4. Concavidad o curvatura de una funcion

La posicion de los puntos de una curva, proximos al
punto de abscisa x, , respecto de la tangente a la curva

en x, , nos muestra la curvatura de la funcion, es decir,

si la concavidad es hacia arriba o hacia abajo:

* Una funcién f es céncava hacia las v positivas o concava hacia arriba en
un punto P, de abscisa x,, si todos los puntos de la curva préximos a P es-
tén situados por encima de la recta tangente en P.

* Una funcién f es concava hacia las y negativas o concava hacia abajo en
un punto (Q, de abscisa xg, si todos los puntos de la curva préximos a Q
estdn situados por debajo de la recta tangente en Q.
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4. Concavidad o curvatura de una funcion

* Sif"(x) > 0, entonces f es concava hacia las y positivas en el punto

(x05 f(x0)).
* Sif"(x;) <0, entonces f es concava hacia las y negativas en el punto
(x05 f(x0)).-
Concavidad hacia las y positivas Concavidad hacia las y negativas
Y Y

) -~ fix,)
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5. Puntos de inflexion

* Una funcion f tiene un punto de inflexién en un punto cuando en este
punto cambia la concavidad de la funcion.

Y A

0
>




10 Aplicaciones de las derivadas

5. Puntos de inflexion

* Si una funcién f tiene su derivada segunda nula en un punto de abscisa
Xo, y su derivada tercera en ese punto es distinta de cero, entonces la fun-
cién f tiene un punto de inflexién en el punto (xg, f(x,)).

Simbélicamente:

f'(x,) =0

(e ) 0} = [ tiene un punto de inflexién en (x5, f(x0))
x,) #

Cuando se anulan la segunda derivada, la tercera derivada, etc.,
en X, siendo el orden de la primera derivada no nula impar,
entonces f tiene un punto de inflexién en x = xo:

%) =f"(x) = ... =f"Nx,) = 0; f™N(x,)20; n impar
U

f tiene un punto de inflexién en (x,, f(x,))
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6. Propiedades de las funciones derivables
_6.1. Teorema de Rolle

* Siuna funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b], derivable en
el intervalo abierto (a, b), v f(a) = f(b), entonces existe, al menos, un
punto c perteneciente al abierto (a, b) de modo que la derivada en €l se

anula, {'(c) = 0.

Y“ Yﬂ Y]L
O M ()
m=M:f--+ m |- e :
| | | |
| } L -
L 1 - + ! -
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6. Propiedades de las funciones derivables
_6.2. Teorema de Cauchy o del valor medio generalizado

* Sean fy g dos funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b], deriva-
bles en el intervalo abierto (a, b), y tales que g(a) # g(b).

Entonces existe, al menos, un punto c perteneciente al intervalo (a, b) de
modo que en él se verifica:

f'(c) _ f(b) - fla)
g'c) gb)— gla)

Augustin Louis Cauchy
(1789-1857)

h(x) = fx) [g(b) - gla)] - g(N)[A(b) - fla)]
h(c) =0 = 0=1"(c) [g(b) —gla)] - g(c) [f(b) —f(a)]

fc) _ fb) - f(a)
¢ ¢b) - ga)
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6. Propiedades de las funciones derivables
6.3. Teorema de los incrementos finitos o de Lagrange o del valor medio

* Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en
el intervalo abierto (a, b).

Entonces existe, al menos, un punto c perteneciente al intervalo abierto
(a, b) de modo que en él se verifica:
f(b) — f(a)

JU(C)Z?

Joseph Louis de Lagrange
(1736-1813)

t||AB
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7. Aplicaciones de las derivadas al calculo de limites

Casos de indeterminaciones

8|8

0 0 0 -
0 oo = oo — oo 0] oo 1
0

En esta unidad didactica estamos en condiciones de resolver
todos los tipos de indeterminaciones, incluidos los casos 0° y
>0 haciendo uso de las derivadas, mediante la regla de
Bernoulli-L.H6pital, mas conocida como regla de L.Hopital.
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7. Aplicaciones de las derivadas al calculo de limites

Caso 0

0

* Regla de L'Hopital

Sean [ y g dos funciones continuas que verifican las siguientes hipétesis:

e [im f(x) = lim g(x) = 0.

X=X X—r g
* En un cierto entorno reducido de x;, g(x) # 0.

e Existen f'(x) y g’(x), que ni son cero ni infinito a la vez, en un entor-
no de x,.

!

¢ Existe el limite lim finito o infinito.

X=X g'(x)
Entonces se tiene:
lim @ = lim f'(x)
X=X gl::x) X—4Xp g'(x)

Esta regla es vélida para cuando x; es un nimero real, +eo 0 —co.
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7. Aplicaciones de las derivadas al calculo de limites

A veces ocurre que en x = x, se anulan las funciones f(x) y g(x), asi

como las primeras derivadas, segundas, ..., (n—1)-ésimas, y existen £
(X%0)- Y g"(x,).

En este caso se aplica la regla de L.HOpital generalizada, que
equivale a aplicar la regla de LU'Hopital reiteradamente.

* Regla de L'Hopital generalizada

Si cuando x tiende a x, se anulan f(x), g(x) y sus respectivas derivadas pri-

meras, segundas, ..., (n—1)-ésimas, y existen f™(x,) y g"(x,), que ni son
cero ni infinitas a la vez, entonces se verifica:

X—Xp g(_x) B X=X g(”](x:}

Esta regla es vilida para cuando x; es un nimero real, +c0 0 —eo.
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7. Aplicaciones de las derivadas al calculo de limites

L= s ]
Caso —
Oy

Este caso se resuelve igualmente mediante la regla de L.HOpital y la
regla de L.HOpital generalizada, ya que ambas son también

aplicables cuando:

lim f(x) = lim g(x) = teo

X—3p X=X

Caso 0 -«
Este caso se resuelve por la regla de L.HOpital una vez transformado

el limite correspondiente en uno del tipo © _ = .
0 o

Para ello podemos operar de la siguiente manera:

.}i"_lﬂlf(x)‘g("l lim f{" s _xh_u g(x)

g(’c




10 Aplicaciones de las derivadas

7. Aplicaciones de las derivadas al calculo de limites

Caso o —
Dividiendo numerador y denominador por f(x) - g(x), la

indeterminacién se transforma en una del tipo ©.

0
11
Jin 9~ ¢ -9 = Im -1 ()

f(x) - g(x)

Casos 09, %y 1~
Estas indeterminaciones aparecen en limites de la forma: = s lﬂx”gq_\-:

X—3 3

Se resuelven tomando logaritmos neperianos InM = 1n{ lim lﬂx)lgm}

InM = ﬁ’m1 [g(x) - In [f(*{]]] = A

Al calcular el limite, nos aparece una indeterminacion del tipo 0 - oo,
que ya sabemos resolver. Por tanto, el limite buscado es:
WM=1 = M=ce*= lim[f(x)]"”

X—3p
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