2 Determinantes

1. Determinantes de orden 2y 3

2. Desarrollo de un determinante por

adjuntos

3. Propiedades de los determinantes.

Método de Chio

4. Calculo de la matriz inversa por

determinantes

5. Calculo del rango de una matriz por

determinantes

6. Matrices y criptografia

ec?rex & I =] indice del libro

www.editex.es



2 Determinantes
1. Determinantes de orden 2y 3

a,, a

. 1 @y :

* Para una matriz cuadrada de orden 2, A = ( J, se llama determi-
nante de A al nimero real: AR

dyy 4y

det (A) = |A| =

‘ = @y Az — Qg7 Ay
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2 Determinantes
1. Determinantes de orden 2y 3

* Regla de Sarrus: el desarrollo del determinante de una matriz de orden
3 es igual a la suma de los productos de los elementos de la diagonal prin-
cipal y los de las lineas paralelas a ella, multiplicados por el elemento del
vértice opuesto, menos el producto de los elementos de la diagonal se-
cundaria y el producto de los elementos de las lineas paralelas a ella, mul-
tiplicados por el elemento del vértice opuesto.

SUMANDOS SUMANDOS
CON CON
SIGNO + SIGNO -
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Determinantes

2. Desarrollo de un determinante por adjuntos
2.1. Menor complementario

* Para una matriz cuadrada de orden n, A = (a;), se llama menor comple-
mentario del elemento a;;, y lo representamos por 0., al determinante de la
matriz cuadrada de orden n — 1 que resulta de suprimir la fila i y la columna .

1 2 3
En lamatriz A=| 0 5 6 |, los menores complementarios de los ele-
3 -2 4
mentos d,;, d;3 Y ds; Son, respectivamente:
5 6 0 5 i 13
Ef“=_2 4‘=32, Q5 = 3 3 =-15 y cxﬂ:‘ﬂ 6‘:




Determinantes

2 2. Desarrollo de un determinante por adjuntos
2.2. Adjunto y matriz adjunta

* Para una matriz cuadrada de orden n, A = (g;), se llama adjunto del ele-
mento a;, y lo representamos por A, al menor complementario de a;;,

anteponiendo el signo mds o el signo menos segiin la suma de los subin-
dices, i + J, sea par o impar.

A“i = (_1)|+" 2 DE‘I]
La matriz cuyos elementos son los adjuntos de los elementos de una ma-
triz cuadrada A se llama matriz adjunta de A y se denota por Adj(A).
a, = 26 5 a, = 401 ¢ Los adjuntos de la matriz A son:
45 23 , =B - =
. o, = =_3 o, = =—-6 Az, 4] AIE 12 .&23 6
123 /8 89 An=8 Ap=6 HAs=3
A=1456 |13 12 que son los elementos de la matriz
®,, = =-12a,, = =—6 g - A
780 79 78 adjunta ae la matrz A.
:’131:23‘:—3 azz:13:_6 ool
5 6 46 Adj(A)=| 6-12 6
“ - 12‘:_3 -3 6=3
- |45
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Determinantes

2 2. Desarrollo de un determinante por adjuntos
2.3. Desarrollo de un determinante por adjuntos

¢ El determinante de una matriz cuadrada de orden n es igual a la suma de
los productos de los elementos de una linea cualquiera por sus adjuntos
respectivos:

¢ CIEE (A) = a;) ‘411 + d;; AEE Tt a, Am
® det (A) =a A +ayAy + .. +a, Ay

En la practica, antes de calcular un determinante utilizando este
procedimiento, conviene aplicar el método de Chio o método de
hacer ceros.

Este método consiste en hacer cero el mayor nimero posible de
elementos de una linea utilizando las propiedades de los
determinantes, y posteriormente desarrollar el determinante por
los elementos de esta linea.
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2 Determinantes
3. Propiedades de los determinantes. Método de Chio

1. El determinante de una matriz cuadrada es igual al determinante de su
matriz traspuesta:

det (A) = det (A*)

2. Si los elementos de una linea de una matriz se multiplican por un nimero,
el determinante de la matriz queda multiplicado por dicho nidmero:

dEt (Fll Fz, snny k < FI-, asisy FTI} - I{ % det {Fl* in asiy .F“ veny Fn)
det (Cl!l CE! e i cj-, waey Cn} =1 det (Cl! C]_, aany C’-, e Cn)

1 2 (10 1 2 @
4 020(=10-14 0 2
0 3 30 03 3 » — 180 = 10 - (-18)
) (-
det (C,, G, 10-C;) =10 det (C,, C,, C,)]
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2 Determinantes
3. Propiedades de los determinantes. Método de Chio

3. Si los elementos de una linea de una matriz se pueden descomponer en
dos sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes
que tienen iguales todas las lineas excepto dicha linea cuyos sumandos
pasan, respectivamente, a cada uno de los determinantes:

det (F,, ..., F, + F; ..., F,) = det (F; ..., Fy ..o, E,) +det (F,; .., F'y o.., )

1 @S 3 1 @ 3 1 B 3

4 ©+7 -1 (= |4 @ -1| + |4 [{ -1

0 346 5 03 5 06 5| (l2=-1+13
det (C,, C, + C, C,) = det (C,, C,, C) + det (C,, C',, Cy)

4. El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al pro-
ducto de los determinantes de ambas matrices:

det (A - B) = det (A) - det (B)
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Determinantes
3. Propiedades de los determinantes. Método de Chio

5. Si en una matriz cuadrada se permutan dos lineas, su determinante cambia
de signo:

B (E oy By ooy By il (B oy By B B

J

6. Si una matriz cuadrada tiene dos lineas iguales o proporcionales su deter-
minante es cero.

140 1 40
203]/=0 283|=0
203 288
e —_——

det (E, F,, F,) = 0 det (C,, 4C,,C;) = 0
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Determinantes
3. Propiedades de los determinantes. Método de Chio

7. Si los elementos de una linea de una matriz cuadrada son combinacién li-
neal de las lineas restantes, es decir, son el resultado de sumar los elementos
de otras lineas multiplicadas por niimeros reales, su determinante es cero.

123
456|=0
789

L_V'_.

det(F,F,,—F + 2F,) =0

1 2

8. Si a los elementos de una linea de una matriz cuadrada se les suma una
combinacién lineal de otras lineas, su determinante no varia:

det (FI‘ FI? ey F” Siay ‘FH] = det (Fll FI? saay ﬂFl + E}Fz + FI"‘ aay Fn)

Consecuencia inmediata de esta propiedad es que si una matriz tiene
una linea de ceros su determinante es cero.




Determinantes

2 3. Propiedades de los determinantes. Método de Chio
3.1. Método de Chio

* El método de Chio consiste en hacer cero el mayor nimero posible de
elementos de una linea utilizando las propiedades de los determinantes

y, posteriormente, desarrollar el determinante por los adjuntos de los ele-
mentos de esa linea en la que hemos hecho ceros.

* Por regla de Sarrus: * Por método de Chio:
13 2 13 2 1T 3 2
-1 2 1/=-10 -12 =0 5§ 3=
H=h-2h
2 1 -1 2 1 -1 0 -5-5
=1 2 8 =-10
-5 -5
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Determinantes

2 4. Calculo de la matriz inversa por determinantes
4.1. Condicion de inversibilidad

Recordamos que la matriz inversa de una matriz cuadrada A de
orden n es la matriz A~! de orden n que verifica:

A-Al=AT A=]

Las matrices que tienen inversa se llaman matrices regulares, y las que
no tienen inversa matrices singulares.

Antes de calcular la matriz inversa de una dada hemos de asegurarnos de
gue efectivamente existe una matriz inversa. Para ello utilizamos la

siguiente propiedad:

JAl o

e Al £ 0
A es regular
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Determinantes

2 4. Calculo de la matriz inversa por determinantes
4.2. Calculo de la matriz inversa

Una vez que nos hemos asegurado de la existencia de |la matriz
inversa, calculamos esta mediante la siguiente expresion:

| -
A = Tl |Adj (A)] = Tl Adj (AY)

Las propiedades mas importantes relativas a la matriz inversa son:

1. Siexiste A7 es tinica.
2. (AD)1=A
3. (A-B)'1=B"1-A"
4 A7) = =

A
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Determinantes

2 5. Calculo del rango de una matriz por determinantes
5.1. Menor de orden k

* Se llama menor de orden k de una matriz A, .., al determinante de or-
den k que estd formado por los elementos que pertenecen a k filas y a k
columnas de la matriz A.

* El rango de una matriz es el orden del mayor menor no nulo que pode-
mos obtener de esta matriz.

Las propiedades mas caracteristicas relativas al rango de una matriz son:

Si el rango de una matriz es k, entonces todos los menores de orden
superior a k son nulos.

Si el rango de una matriz es k, las k filas y k columnas que forman el
menor de orden k no nulo son linealmente independientes, y se llaman
lineas principales.

Las lineas no principales de una matriz dependen linealmente de las
lineas principales.
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2 Determinantes
6. Matrices y criptografia

Para trasmitir un mensaje de forma cifrada se siguen los
siguientes pasos:

1.2 Se asigna un numero a cada letra de forma aleatoria.

A|/B|C|D|E|F|G|H|I|]J|K|L|M
153 (19495 |[18[11|20]| 8 |26]12]23
N|{O|P|Q|R|S|T|U|V|IW|X|Y|Z
2201 (27|13 [17 |2 |24 |14 6 |25]10|21] 16
MIA|T|R I C S
2315124172019 9 2

2.2 Para proteger mas el mensaje, se define la llamada matriz de
cifrado, que debe ser regular.
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2 Determinantes
6. Matrices y criptografia

3.2 Para enviar de forma cifrada la palabra MATRICES, se toma la
secuencia 231524 17 20 199 2 y se multiplica, tomando numeros de

dos en dos, por la matriz de cifrado:
{11’]_ 23)_( 38 [11],[24 _['41
2.3 15) | 91 23 17 ) {99
11]_ zm]_ 39] i 4, 9)_ 11]
L3 19 4 97 Z 3 Z bl 14

4.2 Para descifrarlo tras la recepcion, se multiplica por la inversa
de la matriz de cifrado:

” 3—1“_['38“‘_['13‘ ’ 3—1“,[41“‘[24J
(-2 1)\ e1 ) ] k=2 el
e = _[39‘:[30 (3 -1 r[ll :[9]
=2 1)\t -2 1) (24 )72

2315124172019 9 | 2
MIA|]T|R | T |]C]|E]|S
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